
ÌÈÍÈÑÒÅÐÑÒÂÎ ÎÁÐÀÇÎÂÀÍÈß È ÍÀÓÊÈ
ÐÎÑÑÈÉÑÊÎÉ ÔÅÄÅÐÀÖÈÈ

ÑÈÁÈÐÑÊÈÉ ÔÅÄÅÐÀËÜÍÛÉ ÓÍÈÂÅÐÑÈÒÅÒ

Ñ.Ã.Ìûñëèâåö

ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÉ ÀÍÀËÈÇ

Ó÷åáíîå ïîñîáèå äëÿ ýêîíîìè÷åñêèõ ñïåöèàëüíîñòåé

Êðàñíîÿðñê 2016



Ìûñëèâåö Ñ.Ã.
Ì 952 Ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç: Ó÷åá. ïîñîáèå äëÿ ýêîí. ñïåöèàëüíîñòåé
/Ñ.Ã.Ìûñëèâåö; ÑÔÓ - Êðàñíîÿðñê, 2016.- 275 ñ.

2



Îãëàâëåíèå

Ïðåäèñëîâèå 9

Ãëàâà 1. Äèôôåðåíöèàëüíîå èñ÷èñëåíèå ôóíêöèé îäíîãî ïåðåìåííîãî 10
1.1. Ïîíÿòèå ôóíêöèè, ïðåäåë ôóíêöèè 10
1.1.1. Ïðåäåë ôóíêöèè 10
1.1.2. Òåîðåìû î ïðåäåëàõ 12
1.1.3. Ïðåäåë ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 13
1.1.4. Çàìå÷àòåëüíûå ïðåäåëû 14
1.1.5. Ñëîæíûå ïðîöåíòû 17
1.2. Áåñêîíå÷íî ìàëûå. Ñðàâíåíèå áåñêîíå÷íî ìàëûõ 18
1.3. Íåïðåðûâíûå ôóíêöèè. Ñâîéñòâà ôóíêöèé, íåïðåðûâíûõ íà

îòðåçêå 24
1.3.1. Òî÷êè ðàçðûâà 26
1.3.2. Ñâîéñòâà ôóíêöèé, íåïðåðûâíûõ íà îòðåçêå 27
1.4. Ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè 27
1.4.1. Ìåõàíè÷åñêèé ñìûñë ïðîèçâîäíîé 28
1.4.2. Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ïðîèçâîäíîé 28
1.4.3. Äèôôåðåíöèðóåìîñòü ôóíêöèé 29
1.4.4. Ïðîèçâîäíûå ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé 30
1.4.5. Ïðîèçâîäíàÿ ïîñòîÿííîé, ñóììû, ïðîèçâåäåíèÿ è ÷àñòíîãî

ôóíêöèé 32
1.4.6. Ïðîèçâîäíàÿ ñëîæíîé ôóíêöèè 34
1.4.7. Ïðîèçâîäíàÿ íåÿâíîé ôóíêöèè 35
1.4.8. Ëîãàðèôìè÷åñêàÿ ïðîèçâîäíàÿ 36
1.4.9. Ïðîèçâîäíàÿ îáðàòíîé ôóíêöèè 36
1.4.10. Ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè, çàäàííîé ïàðàìåòðè÷åñêè 37
1.5. Äèôôåðåíöèàë 38
1.5.1. Ñâîéñòâà äèôôåðåíöèàëà 39
1.5.2. Äèôôåðåíöèàë ñëîæíîé ôóíêöèè 40
1.5.3. Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë äèôôåðåíöèàëà 40

3



1.5.4. Ïðèìåíåíèå äèôôåðåíöèàëà â ïðèáëèæåííûõ âû÷èñëåíèÿõ 41
1.6. Ïðîèçâîäíûå è äèôôåðåíöèàëû âûñøèõ ïîðÿäêîâ 42
1.6.1. Íåèíâàðèàíòíîñòü ôîðìû âòîðîãî äèôôåðåíöèàëà 44
1.6.2. Âûñøèå ïðîèçâîäíûå íåÿâíîé è ïàðàìåòðè÷åñêîé ôóíêöèé 44
1.7. Ïðèëîæåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ 45
1.7.1. Òåîðåìû î ñðåäíåì 45
1.7.2. Ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ 47
1.8. Ôîðìóëà Òåéëîðà 51
1.8.1. Ðàçëîæåíèå ôóíêöèé ïî ôîðìóëå Ìàêëîðåíà 54
1.9. Âîçðàñòàíèå è óáûâàíèå ôóíêöèé. Ýêñòðåìóìû ôóíêöèé 57
1.9.1. Ìàêñèìóì è ìèíèìóì ôóíêöèé 58
1.9.2. Ñõåìà èññëåäîâàíèÿ ôóíêöèè íà ýêñòðåìóì, âîçðàñòàíèå è

óáûâàíèå. 60
1.9.3. Èññëåäîâàíèå ôóíêöèè íà ýêñòðåìóì ñ ïîìîùüþ âòîðîé

ïðîèçâîäíîé 61
1.9.4. Íàõîæäåíèå íàèáîëüøåãî è íàèìåíüøåãî çíà÷åíèé ôóíêöèè

íà îòðåçêå 61
1.10. Âûïóêëîñòü, âîãíóòîñòü êðèâîé, òî÷êè ïåðåãèáà 62
1.10.1. Òî÷êè ïåðåãèáà 64
1.11. Àñèìïòîòû êðèâîé. Ïîëíîå èññëåäîâàíèå ôóíêöèè 64
1.11.1. Âåðòèêàëüíûå àñèìïòîòû 64
1.11.2. Íàêëîííûå àñèìïòîòû 65
1.11.3. Ïîëíîå èññëåäîâàíèå ôóíêöèè 67

Ãëàâà 2. Íåîïðåäåëåííûé èíòåãðàë 72
2.1. Ïîíÿòèå íåîïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà è åãî ñâîéñòâà 72
2.1.1. Ïåðâîîáðàçíàÿ, åå ñâîéñòâà 72
2.1.2. Íåîïðåäåëåííûé èíòåãðàë 72
2.1.3. Ñâîéñòâà íåîïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà 74
2.1.4. Ìåòîä íåïîñðåäñòâåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ 75
2.1.5. Çàìåíà ïåðåìåííîé â íåîïðåäåëåííîì èíòåãðàëå 76
2.1.6. Èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì 77
2.2. Èíòåãðèðîâàíèå ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé 80
2.2.1. Èíòåãðèðîâàíèå ïðîñòåéøèõ ðàöèîíàëüíûõ äðîáåé 81
2.2.2. Èíòåãðèðîâàíèå ðàöèîíàëüíûõ äðîáåé 83
2.2.3. Ìåòîä íåîïðåäåëåííûõ êîýôôèöèåíòîâ 84
2.2.4. Ñõåìà èíòåãðèðîâàíèÿ ðàöèîíàëüíîé äðîáè 86
2.3. Èíòåãðèðîâàíèå òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ âûðàæåíèé 88
2.4. Èíòåãðèðîâàíèå èððàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé 92

4



Ãëàâà 3. Îïðåäåëåííûé èíòåãðàë è åãî ïðèëîæåíèÿ. Íåñîáñòâåííûé
èíòåãðàë 99

3.1. Ïîíÿòèå îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà, îñíîâíûå ñâîéñòâà
îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà 99

3.1.1. Çàäà÷è, ïðèâîäÿùèå ê ïîíÿòèþ îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà 99
3.1.2. Ïîíÿòèå îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà 100
3.1.3. Îñíîâíûå ñâîéñòâà îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà 101
3.2. Ôîðìóëà Íüþòîíà-Ëåéáíèöà. Çàìåíà ïåðåìåííîé â

îïðåäåëåííîì èíòåãðàëå. Èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì. 104
3.2.1. Ôîðìóëà Íüþòîíà-Ëåéáíèöà 107
3.2.2. Çàìåíà ïåðåìåííîé â îïðåäåëåííîì èíòåãðàëå 108
3.2.3. Èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì â îïðåäåëåííîì èíòåãðàëå 110
3.3. Ïðèëîæåíèÿ îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà 111
3.3.1. Âû÷èñëåíèå ïëîùàäåé ïëîñêèõ ôèãóð â ïðÿìîóãîëüíîé

ñèñòåìå êîîðäèíàò 111
3.3.2. Ïëîùàäü êðèâîëèíåéíîé òðàïåöèè, îãðàíè÷åííîé êðèâîé,

çàäàííîé â ïàðàìåòðè÷åñêîé ôîðìå 113
3.3.3. Ïëîùàäü êðèâîëèíåéíîãî ñåêòîðà â ïîëÿðíîé ñèñòåìå

êîîðäèíàò 114
3.3.4. Äëèíà äóãè êðèâîé 115
3.3.5. Âû÷èñëåíèå îáúåìà òåë ïî ïëîùàäÿì ïàðàëëåëüíûõ ñå÷åíèé119
3.4. Íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû 121
3.4.1. Íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû ñ áåñêîíå÷íûìè ïðåäåëàìè

èíòåãðèðîâàíèÿ 121
3.4.2. Íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë îò íåîãðàíè÷åííîé ôóíêöèè 125

Ãëàâà 4. Ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ 128
4.1. Ïîíÿòèå ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ, ïðåäåë ôóíêöèè

íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ 128
4.1.1. Ãåîìåòðè÷åñêîå èçîáðàæåíèå ôóíêöèè 2-õ ïåðåìåííûõ 129
4.1.2. ×àñòíîå è ïîëíîå ïðèðàùåíèÿ ôóíêöèè íåñêîëüêèõ

ïåðåìåííûõ 129
4.1.3. Ïðåäåë ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ 130
4.1.4. Íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ 131
4.1.5. Ñâîéñòâà ôóíêöèé, íåïðåðûâíûõ â çàìêíóòîé îãðàíè÷åííîé

îáëàñòè 131
4.2. ×àñòíûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ 132
4.2.1. Ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ 133
4.2.2. Ïîëíûé äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ 133

5



4.3. Ïðîèçâîäíàÿ ñëîæíîé ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ 135
4.3.1. Ïîëíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ 136
4.4. ×àñòíûå ïðîèçâîäíûå âûñøèõ ïîðÿäêîâ 137
4.4.1. Äèôôåðåíöèàëû âûñøèõ ïîðÿäêîâ ôóíêöèè íåñêîëüêèõ

ïåðåìåííûõ 140
4.5. Ïðèëîæåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ ôóíêöèé

íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ 143
4.5.1. Ïðîèçâîäíàÿ ïî íàïðàâëåíèþ 143
4.5.2. Ãðàäèåíò ôóíêöèè 144
4.5.3. Êàñàòåëüíàÿ ïëîñêîñòü è íîðìàëü ê ïîâåðõíîñòè 146
4.6. Ëîêàëüíûé ýêñòðåìóì ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ 148
4.7. Óñëîâíûé ýêñòðåìóì ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ 151
4.7.1. Íàõîæäåíèå íàèáîëüøåãî è íàèìåíüøåãî çíà÷åíèé ôóíêöèè

â çàìêíóòîé îãðàíè÷åííîé îáëàñòè 155
4.8. Ïîëó÷åíèå ôóíêöèè íà îñíîâå ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ ïî

ìåòîäó íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ 157
4.8.1. Ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ 157

Ãëàâà 5. Êðàòíûé èíòåãðàë è åãî ïðèëîæåíèÿ 161
5.1. Äâîéíîé èíòåãðàë è åãî ñâîéñòâà 161
5.1.1. Çàäà÷è, ïðèâîäÿùèå ê ïîíÿòèþ äâîéíîãî èíòåãðàëà 161
5.1.2. Ïîíÿòèå äâîéíîãî èíòåãðàëà 162
5.1.3. Ñâîéñòâà äâîéíûõ èíòåãðàëîâ 163
5.1.4. Âû÷èñëåíèå äâîéíîãî èíòåãðàëà 164
5.2. Ïðèëîæåíèÿ äâîéíîãî èíòåãðàëà 168
5.2.1. Îáúåì òåëà 168
5.2.2. Ïëîùàäü ïëîñêîé ôèãóðû 170
5.2.3. Çàìåíà ïåðåìåííûõ â äâîéíîì èíòåãðàëå 171
5.2.4. Äâîéíîé èíòåãðàë â ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò 174
5.3. Òðîéíîé èíòåãðàë 176
5.3.1. Ñâîéñòâà òðîéíîãî èíòåãðàëà 178
5.3.2. Çàìåíà ïåðåìåííûõ â òðîéíîì èíòåãðàëå 180
5.3.3. Öèëèíäðè÷åñêèå êîîðäèíàòû 181
5.3.4. Ñôåðè÷åñêèå êîîðäèíàòû 181
5.4. n-ìåðíûå èíòåãðàëû 183
5.5. Êðèâûå è ïîâåðõíîñòè âòîðîãî ïîðÿäêà 184
5.5.1. Êðèâûå âòîðîãî ïîðÿäêà 185
5.5.2. Ïîâåðõíîñòè âòîðîãî ïîðÿäêà 186

6



Ãëàâà 6. Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ 191
6.1. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé 191
6.1.1. Çàäà÷è, ïðèâîäÿùèå ê ïîíÿòèþ äèôôåðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé 191
6.1.2. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ 191
6.2. Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà 192
6.3. Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ

ïåðåìåííûìè 194
6.3.1. Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, ñâîäÿùèåñÿ ê óðàâíåíèÿì ñ

ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè 197
6.4. Îäíîðîäíûå óðàâíåíèÿ 198
6.4.1. Ðåøåíèå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ 198
6.4.2. Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, ñâîäÿùèåñÿ ê îäíîðîäíûì 200
6.5. Ëèíåéíûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ïðåâîãî ïîðÿäêà 201
6.5.1. Ìåòîä ïîäñòàíîâêè ðåøåíèÿ ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ 202
6.5.2. Ìåòîä âàðèàöèè ðåøåíèÿ ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ 202
6.6. Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå Áåðíóëëè 204
6.7. Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ â ïîëíûõ äèôôåðåíöèàëàõ 206
6.8. Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà 209
6.9. Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà, äîïóñêàþùèå

ïîíèæåíèå ïîðÿäêà 211
6.10. Ëèíåéíûå îäíîðîäíûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ âòîðîãî

ïîðÿäêà ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè 215
6.10.1. Ñòðóêòóðà îáùåãî ðåøåíèÿ îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ 216
6.10.2. Ðåøåíèå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà 218
6.10.3. Ðåøåíèå ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé n-ãî ïîðÿäêà ñ ïîñòîÿííûìè
êîýôôèöèåíòàìè 221

6.11. Íåîäíîðîäíûå ëèíåéíûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ
âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè 222

6.12. Ìåòîä âàðèàöèè ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ ðåøåíèÿ
íåîäíîðîäíîãî ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà 224

6.13. Ìåòîä íåîïðåäåëåííûõ êîýôôèöèåíòîâ íàõîæäåíèÿ ÷àñòíîãî
ðåøåíèÿ íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ñî ñïåöèàëüíîé ïðàâîé
÷àñòüþ 225

6.14. Ðåøåíèå ñèñòåì îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé 231

6.14.1. Ñèñòåìû îäíîðîäíûõ ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè 234

7



Ãëàâà 7. Ðÿäû 240
7.1. ×èñëîâûå ðÿäû 240
7.1.1. Äåéñòâèÿ íàä ðÿäàìè 241
7.1.2. Íåîáõîäèìûé ïðèçíàê ñõîäèìîñòè ðÿäà 243
7.2. ×èñëîâûå ðÿäû ñ ïîëîæèòåëüíûìè ÷ëåíàìè 244
7.2.1. Ïðèçíàê Äàëàìáåðà 246
7.2.2. Ïðèçíàê Êîøè 249
7.2.3. Èíòåãðàëüíûé ïðèçíàê ñõîäèìîñòè ÷èñëîâîãî ðÿäà 250
7.3. Çíàêîïåðåìåííûå ÷èñëîâûå ðÿäû 251
7.3.1. Çíàêî÷åðåäóþùèåñÿ ðÿäû. Ïðèçíàê Ëåéáíèöà 252
7.4. Ôóíêöèîíàëüíûå ðÿäû 254
7.4.1. Ñâîéñòâà ðàâíîìåðíî ñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ íà îòðåçêå 256
7.5. Ñòåïåííûå ðÿäû 259
7.6. Ðÿä Òåéëîðà 263
7.6.1. Ðàçëîæåíèå ôóíêöèé â ðÿä Ìàêëîðåíà 265
7.7. Ïðèìåíåíèå ðÿäîâ â ïðèáëèæåííûõ âû÷èñëåíèÿõ 270
7.7.1. Ïðèìåíåíèå ðÿäîâ ê ïðèáëèæåííîìó âû÷èñëåíèþ çíà÷åíèÿ

ôóíêöèè 270
7.7.2. Ïðèáëèæåííîå âû÷èñëåíèå îïðåäåëåííûõ èíòåãðàëîâ 270
7.7.3. Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé 272

Ñïèñîê îáîçíà÷åíèé è ñîêðàùåíèé 274

Ëèòåðàòóðà 275

8



ÏÐÅÄÈÑËÎÂÈÅ

Äàííîå ó÷åáíîå ïîñîáèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äîñòàòî÷íî ñæàòûé êóðñ
ëåêöèé ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó àíàëèçó. Õîòÿ â íåãî âõîäÿò ïî÷òè âñå òåìû
ñòàíäàðòíîãî êóðñà, èçëàãàþòñÿ îíè â ñîêðàùåííîì âèäå. Îñíîâíûå ïî-
íÿòèÿ è òåîðåìû, òåì íå ìåíåå, äàþòñÿ ñ äîêàçàòåëüñòâàìè. Â ïîñîáèè
ðàññìàòðèâàåòñÿ áîëüøîå êîëè÷åñòâî ïðèìåðîâ è çàäà÷, ñïîñîáñòâóþùèõ
óñâîåíèþ ìàòåðèàëà. Èçëîæåíèå ìàòåðèàëà ðàññ÷èòàíî íà äîñòàòî÷íî ìà-
ëîå êîëè÷åñòâî ÷àñîâ â êóðñå ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà. Ïîýòîìó ýòî ïîñî-
áèå ìîæåò áûòü ïîëåçíî ïðè èçó÷åíèè ýòîãî êóðñà è äðóãèìè ñïåöèàëüíî-
ñòÿìè ÂÓÇîâ, íàïðèìåð, áèîëîãàìè, õèìèêàìè, ïñèõîëîãàìè è ò.ä

Ýòî ó÷åáíîå ïîñîáèå ñîñòîèò èç ñåìè ãëàâ. Â ïåðâóþ ãëàâó âîøëè ïî-
íÿòèÿ ôóíêöèè, ïðåäåëà ôóíêöèè, íåïðåðûâíîñòè, à òàêæå äèôôåðåíöè-
àëüíîå èñ÷èñëåíèå ôóíêöèè îäíîãî ïåðåìåííîãî è åãî ïðèëîæåíèÿ ê èñ-
ñëåäîâàíèþ ôóíêöèé. Âî âòîðîé è òðåòüåé ãëàâàõ èçëàãàþòñÿ îñíîâû èí-
òåãðàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ. Äàþòñÿ îñíîâíûå ïðèåìû èíòåãðèðîâàíèÿ, à òàê-
æå îïðåäåëåííûé èíòåãðàë è åãî ïðèëîæåíèÿ è íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë.
×åòâåðòàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà ôóíêöèÿì íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ: ÷àñòíûå
ïðîèçâîäíûå, äèôôåðåíöèàë, ïðîèçâîäíàÿ ïî íàïðàâëåíèþ, ëîêàëüíûé è
óñëîâíûé ýêñòðåìóì, ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ. Â ïÿòîé ãëàâå ðàññìàò-
ðèâàåòñÿ êðàòíûé èíòåãðàë è åãî ïðèëîæåíèÿ. Â øåñòîé ãëàâå ðàññìàò-
ðèâàþòñÿ îáûêíîâåííûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ïåðâîãî è âòîðîãî
ïîðÿäêîâ, äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè
è ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ñåäüìàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà èçó-
÷åíèþ ÷èñëîâûõ è ñòåïåííûõ ðÿäîâ.
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Ãëàâà 1

Äèôôåðåíöèàëüíîå èñ÷èñëåíèå ôóíêöèé

îäíîãî ïåðåìåííîãî

1.1. Ïîíÿòèå ôóíêöèè, ïðåäåë ôóíêöèè

Íàïîìíèì ïîíÿòèÿ èíòåðâàëà è îòðåçêà íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé R.

Îïðåäåëåíèå 1.1.1. Èíòåðâàëîì (a, b) íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî
âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, çàêëþ÷åííûõ ìåæäó äàííûìè ÷èñëàìè a è
b (a < b), ïðè ýòîì ñàìè ýòè ÷èñëà íå ïðèíàäëåæàò ðàññìàòðèâàåìîìó
ìíîæåñòâó ÷èñåë.

Îïðåäåëåíèå 1.1.2. Îòðåçêîì [a, b] íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ
äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, çàêëþ÷åííûõ ìåæäó äàííûìè ÷èñëàìè a è b (a 6
b), ïðè÷åì îáà ÷èñëà a, b ïðèíàäëåæàò ðàññìàòðèâàåìîìó ìíîæåñòâó
÷èñåë.

Îïðåäåëåíèå 1.1.3. Îêðåñòíîñòüþ U(a) òî÷êè a ∈ R íàçûâàåòñÿ
ïðîèçâîëüíûé èíòåðâàë, ñîäåðæàùèé ýòó òî÷êó.

Ñôîðìóëèðóåì îïðåäåëåíèå ïîíÿòèÿ ÷èñëîâîé ôóíêöèè.

Îïðåäåëåíèå 1.1.4. Åñëè êàæäîé òî÷êå x, ïðèíàäëåæàùåé íåêîòî-
ðîìó ìíîæåñòâó D èç R ñîîòâåòñòâóåò îäíî çíà÷åíèå y ∈ R, òî ãîâî-
ðÿò, ÷òî y åñòü ôóíêöèÿ îò x è îáîçíà÷àþò y = f(x).

Îïðåäåëåíèå 1.1.5. Ôóíêöèÿ f(x) íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííîé íà
íåêîòîðîì ìíîæåñòâå D ⊂ R, åñëè ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà M òàêàÿ,
÷òî |f(x)| < M äëÿ ëþáîãî x ∈ D.

1.1.1. Ïðåäåë ôóíêöèè

Ïóñòü ôóíêöèÿ y = f(x) îïðåäåëåíà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè U(a)
òî÷êè a ∈ R (çà èñêëþ÷åíèåì ìîæåò áûòü ñàìîé òî÷êè a).
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Îïðåäåëåíèå 1.1.6. ×èñëî b íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ôóíêöèè
f(x) â òî÷êå a, åñëè äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà ε ñó-
ùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî δ òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ x, óäî-
âëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâó 0 < |x − a| < δ ñëåäóåò, ÷òî
|f(x)− b| < ε.

Ñèìâîëè÷åñêè ýòî îïðåäåëåíèå çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
×èñëî b íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ôóíêöèè f(x) â òî÷êå a, åñëè

∀ε > 0 ∃δ > 0 : ∀x : 0 < |x− a| < δ ⇒ |f(x)− b| < ε.

Ïðåäåë ôóíêöèè îáîçíà÷àåòñÿ

b = lim
x→a

f(x).

Îïðåäåëåíèå 1.1.7. ×èñëî b íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ôóíêöèè f(x) â
áåñêîíå÷íîñòè (∞), åñëè ∀ε > 0 ∃N ∈ N : |x| > N ⇒ |f(x)− b| < ε.

Ýòîò ïðåäåë îáîçíà÷àåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì lim
x→∞

f(x) = b.

Äàäèì îïðåäåëåíèÿ îäíîñòîðîííèõ ïðåäåëîâ ôóíêöèè â òî÷êå.

Îïðåäåëåíèå 1.1.8. ×èñëî b1 íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ôóíêöèè f(x)
ñëåâà â òî÷êå a, åñëè ∀ε > 0 ∃δ > 0 : 0 < a − x < δ ⇒ |f(x) − b| < ε è
îáîçíà÷àåòñÿ

b1 = lim
x→a−0

f(x).

Îïðåäåëåíèå 1.1.9. ×èñëî b2 íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ôóíêöèè f(x)
ñïðàâà â òî÷êå a, åñëè ∀ε > 0 ∃δ > 0 : 0 < x− a < δ ⇒ |f(x)− b| < ε è
îáîçíà÷àåòñÿ

b2 = lim
x→a+0

f(x).

Îòìåòèì ñëåäóþùåå ñâîéñòâî ïðåäåëà ôóíêöèè.

Òåîðåìà 1.1.1. Åñëè ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë ôóíêöèè f(x) â
òî÷êå a, òî ôóíêöèÿ îãðàíè÷åíà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè a.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü lim
x→a

f(x) = b è |b| <∞. Çàôèêñèðóåì íåêîòîðîå

ε > 0, òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ ïðåäåëà íàéäåòñÿ δ > 0, äëÿ êîòîðîãî |f(x)−
b| < ε äëÿ âñåõ x èç δ-îêðåñòíîñòè òî÷êè a. Òîãäà |f(x)| < |b| + ε â ýòîé
îêðåñòíîñòè, ò.å. f(x) � îãðàíè÷åíà.
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1.1.2. Òåîðåìû î ïðåäåëàõ

Ñôîðìóëèðóåì òåîðåìó îá îñíîâíûõ ñâîéñòâàõ ïðåäåëîâ ôóíêöèè â
òî÷êå è â áåñêîíå÷íîñòè.

Òåîðåìà 1.1.2 (Àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè íàä ïðåäåëàìè). Åñëè ñó-
ùåñòâóþò

lim
x→a

f(x) = b è lim
x→a

φ(x) = c,

òî ñóùåñòâóþò
1. lim

x→a
(f(x)± φ(x)) = lim

x→a
f(x) ± lim

x→a
φ(x) = b± c,

2. lim
x→a

mf(x) = m · lim
x→a

f(x) = mb ∀m ∈ R,
3. lim

x→a
(f(x) · φ(x)) = lim

x→a
f(x) · lim

x→a
φ(x) = bc,

4. lim
x→a

f(x)

φ(x)
=

lim
x→a

f(x)

lim
x→a

φ(x)
=

b

c
, åñëè c ̸= 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì òîëüêî ïåðâîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû.
Îñòàëüíûå äîêàçûâàþòñÿ àíàëîãè÷íî. Çàôèêñèðóåì íåêîòîðîå ε > 0. Èç
ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëîâ ôóíêöèé f(x) è φ(x) â òî÷êå a ñëåäóåò âûïîëíå-
íèå ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèé:

äëÿ ε1 =
ε

2
∃δ1 : ∀x : |x− a| < δ1 ⇒ |f(x)− b| < ε1 è

äëÿ ε2 =
ε

2
∃δ2 : ∀x : |x− a| < δ2 ⇒ |φ(x)− c| < ε2.

Äëÿ ýòîãî ε âîçüìåì δ òàêîå, ÷òî δ < δ1 è δ < δ2, òîãäà äëÿ âñåõ x,
óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ |x− a| < δ, áóäåò âûïîëíÿòüñÿ

|(f(x) + φ(x))− (b+ c)| < |(f(x)− b) + (φ(x)− c)| 6

6 |f(x)− b|+ |φ(x)− c| < ε

2
+
ε

2
= ε.

×òî è äîêàçûâàåò ïåðâîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû.
Ïðèìåð 1.1.1.

lim
x→1

x2 − 1

x− 1
= lim

x→1
(x+ 1) = 2.

Ïðèìåð 1.1.2.

lim
x→0

sinx

x+ 1
= 0.

Òåîðåìà 1.1.3. Åñëè ñóùåñòâóþò lim
x→a

f(x) = b è lim
x→a

φ(x) = b è â

íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè a âûïîëíÿåòñÿ

f(x) 6 ψ(x) 6 φ(x),
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òî lim
x→a

ψ(x) = b.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç íåðàâåíñòâà f(x) 6 ψ(x) 6 φ(x) ñëåäóåò, ÷òî f(x)−
b 6 ψ(x)− b 6 φ(x)− b. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå ε > 0. Òîãäà èç îïðåäåëåíèÿ
ïðåäåëà ôóíêöèè ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ýòîãî ε ∃δ1 : ∀x : |x − a| < δ1 ⇒
|f(x) − b| < ε, ò.å. −ε < f(x) − b. Àíàëîãè÷íî äëÿ ýòîãî æå ε ∃δ2 : ∀x :
|x− a| < δ2 ⇒ |φ(x)− b| < ε, ò.å. φ(x)− b < ε. Òîãäà ∀ε ∃δ : δ < δ1, δ <
δ2 : ∀x : |x − a| < δ ⇒ −ε < f(x) − b 6 ψ(x) − b 6 φ(x) − b < ε,
òî −ε < ψ(x) − b < ε èëè |ψ(x) − b| < ε. ×òî è äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå
òåîðåìû.

Òåîðåìà 1.1.4. Åñëè ñóùåñòâóåò lim
x→a

f(x) = b è f(x) > 0 â íåêîòîðîé

îêðåñòíîñòè òî÷êè a, òî b > 0.

Òåîðåìà 1.1.5. Åñëè ñóùåñòâóþò lim
x→a

f(x) = b è lim
x→a

φ(x) = c è

f(x) > φ(x) â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè a, òî b > c.

1.1.3. Ïðåäåë ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

Îïðåäåëåíèå 1.1.10. ×èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ íàçûâàåòñÿ
ôóíêöèÿ íàòóðàëüíîãî àðãóìåíòà, ò.å. un = u(n), ãäå n ∈ N, èëè åñëè
êàæäîìó íàòóðàëüíîìó ÷èñëó n ïîñòàâëåíî â ñîîòâåòñòâèå íåêîòîðîå
äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî un, òî ãîâîðÿò, ÷òî çàäàíà ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü {un}.

Ïóñòü äàíû äâå ÷èñëîâûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {un} è {vn}, òîãäà îïðå-
äåëåíû ñóììà ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé � {un + vn}, ðàçíîñòü � {un − vn},

ïðîèçâåäåíèå � {un · vn} è ÷àñòíîå �
{
un
vn

}
.

Äàäèì íåêîòîðûå îïðåäåëåíèÿ, êàñàþùèåñÿ ÷èñëîâûõ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòåé.

Îïðåäåëåíèå 1.1.11. ×èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {un} íàçûâàåò-
ñÿ îãðàíè÷åííîé ñâåðõó, åñëè ∃M ∈ R : ∀n ⇒ un 6 M è ÷èñ-
ëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {un} íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííîé ñíèçó, åñëè
∃m ∈ R : ∀n ⇒ un > m.

×èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííîé, åñëè îíà
îãðàíè÷åíà è ñâåðõó è ñíèçó.

Îïðåäåëåíèå 1.1.12. ×èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {un} íàçûâàåò-
ñÿ ìîíîòîííî âîçðàñòàþùåé, åñëè ∀n ∈ N âûïîëíÿåòñÿ un 6 un+1.

×èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {un} íàçûâàåòñÿ ìîíîòîííî óáûâà-
þùåé, åñëè ∀n ∈ N âûïîëíÿåòñÿ un > un+1.
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Ïðèìåð 1.1.3. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{
1

n

}
ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîé è ìî-

íîòîííî óáûâàþùåé, òàê êàê ∀n 0 < un 6 1 è
1

n
> 1

n+ 1
.

Ïðèìåð 1.1.4. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {sinn} ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîé ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòüþ, íî íå ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííîé.

Ïðèìåð 1.1.5. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {n} ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííî âîçðàñòà-
þùåé è îãðàíè÷åííîé ñíèçó ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ.

Îïðåäåëåíèå 1.1.13. ×èñëî a íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ÷èñëîâîé ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè {un} ïðè n → ∞, åñëè ∀ε > 0 ∃N ∈ N : ∀n > N ⇒
|un − a| < ε, ò.å. íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà N âñå ÷ëåíû ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè ïîïàäàþò â ε-îêðåñòíîñòü Uε(a) òî÷êè a.

×èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èìåþùàÿ ïðåäåë íàçûâàåòñÿ ñõîäÿ-
ùåéñÿ.

Òåîðåìà 1.1.6. Ìîíîòîííî âîçðàñòàþùàÿ, îãðàíè÷åííàÿ ñâåðõó (èëè
ìîíîòîííî óáûâàþùàÿ, îãðàíè÷åííàÿ ñíèçó) ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü {un} èìååò ïðåäåë, ò.å. îíà ñõîäèòñÿ.

Òåîðåìû 1.1.2�1.1.5 âåðíû è äëÿ ÷èñëîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.

Ïðèìåð 1.1.6. Òàê êàê ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{
1

np

}
ïðè p >

0 ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííî óáûâàþùåé è îãðàíè÷åííîé, òî îíà èìååò ïðåäåë.

Î÷åâèäíî, ÷òî lim
n→∞

1

np
= 0.

Ïðèìåð 1.1.7.

lim
n→∞

3n3 + n+ 1

2n3 + n2
= lim

n→∞

3n3

n3
+

n

n3
+

1

n3

2n3

n3
+
n2

n3

= lim
n→∞

3 +
1

n2
+

1

n3

2 +
1

n

=
3

2
.

Ïðèìåð 1.1.8.

lim
n→∞

1 + 3n

2n−1 + 3n+1
= lim

n→∞

3n−1

(
1

3n−1
+ 3

)
3n−1

((
2

3

)n−1

+ 9

) =
1

3
.

1.1.4. Çàìå÷àòåëüíûå ïðåäåëû

1. Äîêàæåì ïåðâûé çàìå÷àòåëüíûé ïðåäåë:

lim
x→0

sinx

x
= 1.

14



Ðàññìîòðèì îêðóæíîñòü ðàäèóñà 1 ñ öåíòðîì â òî÷êå O. Ïóñòü çíà-

÷åíèå öåíòðàëüíîãî óãëà M̂OA = x, ãäå 0 < x <
π

2
. Ïîñòðîèì âñïî-

ìîãàòåëüíûé ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê △OCA (ñì. ðèñ.1.1). Òîãäà

�o1

1 B A

M
C

x

Ðèñ. 1.1.

âûñîòà MB â òðåóãîëüíèêå △OMA áóäåò ðàâíà |MB| = sinx, äóãà
⌣ MA = x è ñòîðîíà |CA| = tg x. Î÷åâèäíî, ÷òî S△OMA < SñåêOMA <
S△OCA. Íàéäåì çíà÷åíèÿ ýòèõ ïëîùàäåé:

S△OMA =
|OA||MB|

2
=

1

2
· 1 · sinx =

1

2
sinx,

SñåêOMA =
1

2
|OA| · (⌣MA) =

1

2
· 1 · x =

1

2
x,

S△OCA =
1

2
|OA| · |CA| =

1

2
· 1 · tg x.

Èç ïðåäûäóùåãî íåðàâåíñòâà ïîëó÷èì: sinx < x < tg x. Ðàçäåëèì ýòî
íåðàâåíñòâî ïî÷ëåííî íà sinx. Ïîëó÷èì

1 <
x

sinx
<

1

cosx
èëè cosx <

sinx

x
< 1.

Ïîñêîëüêó lim
x→0

cosx = 1, òî ïî òåîðåìå 1.1.3 ïîëó÷èì, ÷òî

lim
x→0

sinx

x
= 1.

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ áîëåå îáùèé ñëó÷àé ïåðâîãî çàìå÷àòåëüíîãî
ïðåäåëà, ãäå âìåñòî x ñòîèò ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ, ñòðåìÿùàÿñÿ ê íóëþ:

lim
α(x)→0

sinα(x)

α(x)
= 1.
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Ïðèìåð 1.1.9.

lim
x→0

tg x

x
= lim
x→0

sinx

x cosx
= lim
x→0

1

cosx
· sinx

x
= 1.

Ïðèìåð 1.1.10.

lim
x→0

sin kx

x
= lim
x→0

k sin kx

kx
= k · lim

x→0

sin kx

kx
= k.

Ïðèìåð 1.1.11.

lim
x→0

sin kx

sinmx
= lim
x→0

k ·mx sin kx
kx ·m sinmx

=
k

m
lim
x→0

sin kx

kx
· mx

sinmx
=

k

m
.

2. Ïðèâåäåì áåç äîêàçàòåëüñòâà âòîðîé çàìå÷àòåëüíûé ïðåäåë:

lim
x→∞

(
1 +

1

x

)x
= e,

è â áîëåå îáùåé ôîðìå

lim
α(x)→0

(1 + α(x))
1

α(x) = e.

Ïðèìåð 1.1.12.

lim
n→∞

(
1 +

1

n

)n+5

= lim
n→∞

(
1 +

1

n

)n(
1 +

1

n

)5

= e · 15 = e.

Ïðèìåð 1.1.13.

lim
x→∞

(
1 +

1

x

)3x

= lim
x→∞

((
1 +

1

x

)x)3

= e3.

Ïðèìåð 1.1.14.

lim
x→∞

(
x+ 3

x− 1

)x+3

= lim
x→∞

(
x− 1 + 4

x− 1

)x+3

= lim
x→∞

(
1 +

4

x− 1

)x+3

=

= lim
x→∞

((
1 +

4

x− 1

) x−1
4

)4 x+3
x−1

= e
lim

x→∞
4 x+3

x−1 = e4.

Ïðèìåð 1.1.15.

lim
x→2

(3− x)
x

x−2 = lim
x→2

(
(1 + (2− x))

1
2−x

)−x
= e

lim
x→2

(−x)
= e−2.

Ïðèâåäåì âòîðîé çàìå÷àòåëüíûé ïðåäåë â ëîãàðèôìè÷åñêîé ôîðìå

lim
x→0

ln(1 + x)

x
= 1, lim

α(x)→0

ln(1 + α(x))

α(x)
= 1.
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1.1.5. Ñëîæíûå ïðîöåíòû

Ïîêàçàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ ñ îñíîâàíèåì e âîçíèêàåò ïðè âûâîäå êîëè÷å-
ñòâåííûõ çàêîíîâ, êîòîðûì ïîä÷èíÿþòñÿ ìíîãèå åñòåñòâåííûå ïðîöåññû:
ðîñò íàðîäîíàñåëåíèÿ, ðîñò êîëè÷åñòâà äðåâåñèíû, ðàäèîàêòèâíûé ðàñïàä.

Ðàññìîòðèì ôîðìóëó ñëîæíûõ ïðîöåíòîâ

Q(t) = Q0

(
1 +

p

100

)t
,

ãäåQ(t)� ñóììà, íàðàùåííàÿ çà t ëåò,Q0 � íà÷àëüíàÿ ñóììà, p� ïðîöåíò-
íàÿ òàêñà (ïðèðîñò ñóììû â ïðîöåíòàõ çà ãîä). Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ,
÷òî ïðîöåíòû ïðèñîåäèíÿþòñÿ â êîíöå ãîäà.

Åñëè ââåñòè óñëîâèå ïðèñîåäèíåíèå ïðîöåíòîâ ïî îòäåëüíûì ÷àñòÿì ãî-

äà, íàïðèìåð, ðàâíûì
1

n
äîëè ãîäà, à ïðîöåíòíóþ òàêñó îòíîñèòü êî âñåìó

ãîäó, òî ïî èñòå÷åíèè êàæäîé åãî ÷àñòè íàðàùåííûå ñóììû ñîîòâåòñòâåííî
ñîñòàâÿò:

Q1 = Q0

(
1 +

p

100n

)
, Q2 = Q0

(
1 +

p

100n

)2
, . . . ,

Qn = Q0

(
1 +

p

100n

)n
.

Ïî ïðîøåñòâèè ãîäà íà÷àëüíàÿ ñóììà Q0 ïåðåéäåò â Q0

(
1 +

p

100n

)n
,

ïî ïðîøåñòâèè äâóõ ëåò â Q0

(
1 +

p

100n

)2n
, ïî ïðîøåñòâèè t ëåò â

Q0

(
1 +

p

100n

)tn
.

Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ïðèðîñò ïðîöåíòîâ ïðîèñõîäèò íåïðåðûâíî,
ò.å. êîãäà n→ ∞, òî âåëè÷èíà íàðàùåííîé ñóììû áóäåò

Q(t) = Q0 lim
n→∞

(
1 +

p

100n

)tn
=

= Q0 lim
n→∞

((
1 +

p

100n

) 100n
p

) ptn
100n

= Q0e
pt
100 .

Ïðèìåð 1.1.16. Íàéòè ïðèáëèçèòåëüíîå êîëè÷åñòâî íàñåëåíèÿ Çåìëè â
2000 ãîäó, ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî â 1900 ãîäó íàñåëåíèå áûëî îêîëî 1 ìèëëèàðäà
÷åëîâåê è åæåãîäíûé ïðèðîñò ñîñòàâëÿë 2%.

Èìååì Q0 = 109, p = 2, t = 2000− 1900 = 100. Òîãäà

Q(100) = 109 · e 2·100
100 = e2 ≈ 7.3441.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â 2000 ãîäó íàñåëåíèå Çåìëè ñîñòàâèò îêîëî 7 ìèëëèàð-
äîâ ÷åëîâåê.
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1.2. Áåñêîíå÷íî ìàëûå. Ñðàâíåíèå áåñêîíå÷íî ìàëûõ

Îïðåäåëåíèå 1.2.1. Ôóíêöèÿ α(x) íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé ïðè
x→ a, åñëè lim

x→a
α(x) = 0. Òî åñòü

∀ε > 0 ∃δ > 0 : ∀x : |x− a| < δ ⇒ |α(x)| < ε.

Àíàëîãè÷íî, ôóíêöèÿ α(x) íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé ïðè x → ∞,
åñëè lim

x→∞
α(x) = 0.

Ïðèìåð 1.2.1. Ôóíêöèÿ α(x) = (x − 1)2 áåñêîíå÷íî ìàëàÿ ïðè x → 1,
òàê êàê lim

x→1
(x− 1)2 = 0.

Ïðèìåð 1.2.2. Ôóíêöèÿ α(x) =
1

x
áåñêîíå÷íî ìàëàÿ ïðè x → ∞, òàê

êàê lim
x→∞

1

x
= 0.

Äîêàæåì ñëåäóþùóþ òåîðåìó î ñóùåñòâîâàíèè ïðåäåëà ôóíêöèè â
òî÷êå.

Òåîðåìà 1.2.1. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ôóíêöèÿ y = f(x) èìåëà ïðåäåë ïðè
x → a ðàâíûé b, ò.å. lim

x→a
f(x) = b, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

f(x) = b+ α(x), ãäå α(x) ôóíêöèÿ áåñêîíå÷íî ìàëàÿ ïðè x→ a.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü f(x) = b+α(x) ïîêàæåì, ÷òî
lim
x→a

f(x) = b.

Òàê êàê |f(x)−b| = |α(x)| è ïî îïðåäåëåíèþ áåñêîíå÷íî ìàëîé ôóíêöèè

∀ε > 0 ∃δ > 0 : ∀x : |x− a| < δ ⇒ |α(x)| < ε,

òîãäà è |f(x)−b| = |α(x)| < ε, à ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò lim
x→a

f(x) = b.

2. Íåîáõîäèìîñòü. Íàîáîðîò, ïóñòü ñóùåñòâóåò lim
x→a

f(x) = b. Òîãäà

∀ε > 0 ∃δ > 0 : ∀x : |x− a| < δ ⇒ |f(x)− b| < ε.

Îáîçíà÷èì f(x) − b = α(x), òîãäà è |α(x)| < ε, à ýòî çíà÷èò, ÷òî α(x) �
áåñêîíå÷íî ìàëàÿ ôóíêöèÿ ïðè x→ a è f(x) = b+ α(x).

Äàäèì îïðåäåëåíèå áåñêîíå÷íî áîëüøîé ôóíêöèè.

Îïðåäåëåíèå 1.2.2. Ôóíêöèÿ β(x) íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íî áîëüøîé
ïðè x→ a, åñëè lim

x→a
β(x) = ∞. Òî åñòü

∀M > 0 ∃δ > 0 : ∀x : |x− a| < δ ⇒ |β(x)| > M.

Àíàëîãè÷íî, ôóíêöèÿ β(x) íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íî áîëüøîé ïðè x →
∞, åñëè lim

x→∞
β(x) = ∞.
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Ñôîðìóëèðóåì òåîðåìó î ñâÿçè áåñêîíå÷íî ìàëîé è áåñêîíå÷íî áîëü-
øîé ôóíêöèé.

Òåîðåìà 1.2.2. Åñëè ôóíêöèÿ α(x) áåñêîíå÷íî ìàëàÿ ïðè x→ a (x→
∞) è α(x) ̸= 0, òî ôóíêöèÿ β(x) =

1

α(x)
� áåñêîíå÷íî áîëüøàÿ ïðè x →

a (x→ ∞) è îáðàòíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê α(x) → 0 ïðè x→ a, òî

∀ε = 1

M
∃δ > 0 : ∀x : |x− a| < δ ⇒ |α(x)| < ε =

1

M
,

òîãäà

∣∣∣∣ 1

α(x)

∣∣∣∣ > M , îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî lim
x→a

β(x) = lim
x→a

1

α(x)
= ∞.

Òåîðåìà 1.2.3. Ñóììà êîíå÷íîãî ÷èñëà áåñêîíå÷íî ìàëûõ åñòü ôóíê-
öèÿ áåñêîíå÷íî ìàëàÿ ïðè x→ a.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ýòó òåîðåìó äëÿ ñëó÷àÿ äâóõ ôóíêöèé.
Ïóñòü ôóíêöèè α(x) → 0, β(x) → 0 ïðè x → a, ïîêàæåì, ÷òî
lim
x→a

(α(x) + β(x)) = 0.

Çàôèêñèðóåì íåêîòîðîå ε > 0. Òîãäà äëÿ

ε1 =
ε

2
∃δ1 : ∀x : |x− a| < δ1 ⇒ |α(x)| < ε1 =

ε

2
,

äëÿ

ε2 =
ε

2
∃δ2 : ∀x : |x− a| < δ2 ⇒ |β(x)| < ε2 =

ε

2
.

Èç ýòèõ äâóõ óòâåðæäåíèé ìû ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî

ε > 0 ∃δ = min{δ1, δ2} : ∀x : |x− a| < δ ⇒ |α(x) + β(x)| 6
6 |α(x)|+ |β(x)| < ε1 + ε2 6 ε

2
+
ε

2
= ε.

×òî è äîêàçûâàåò òåîðåìó.

Òåîðåìà 1.2.4. Ïðîèçâåäåíèå ëþáîãî êîíå÷íîãî ÷èñëà áåñêîíå÷íî ìà-
ëûõ ôóíêöèé åñòü ôóíêöèÿ áåñêîíå÷íî ìàëàÿ ïðè x→ a.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû î÷åâèäíî.

Òåîðåìà 1.2.5. Ïðîèçâåäåíèå áåñêîíå÷íî ìàëîé ôóíêöèè α(x) íà
ôóíêöèþ u(x), îãðàíè÷åííóþ ïðè x → a, åñòü ôóíêöèÿ áåñêîíå÷íî ìàëàÿ
ïðè x→ a.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Èç îãðàíè÷åííîñòè ôóíêöèè u(x) ñëåäóåò, ÷òî

∃M ∃δ1 > 0 : ∀x : |x− a| < δ1 ⇒ |u(x)| < M.

Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå ε > 0, òîãäà èç áåñêîíå÷íîé ìàëîñòè ôóíêöèè α(x)
äëÿ

ε1 =
ε

M
∃δ2 : ∀x : |x− a| < δ2 ⇒ |α(x)| < ε1.

Òîãäà äëÿ ýòîãî

ε ∃δ = min{δ1, δ2} : ∀x : |x− a| < δ ⇒ |α(x) · u(x)| = |α(x)||u(x)| <

< ε1 ·M =
ε

M
·M = ε.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî lim
x→a

α(x)u(x) = 0.

Ñëåäñòâèå 1.2.1. Åñëè α(x) → 0 ïðè x → a è c = const, òî
lim
x→a

cα(x) = 0.

Òåîðåìà 1.2.6. ×àñòíîå áåñêîíå÷íî ìàëîé ôóíêöèè è ôóíêöèè, èìå-
þùåé ïðåäåë îòëè÷íûé îò íóëÿ ïðè x → a åñòü ôóíêöèÿ áåñêîíå÷íî
ìàëàÿ.

Ñðàâíåíèå áåñêîíå÷íî ìàëûõ. Ýêâèâàëåíòíîñòü áåñêîíå÷íî
ìàëûõ

Îïðåäåëåíèå 1.2.3. Ïóñòü α(x) è β(x) � áåñêîíå÷íî ìàëûå ïðè
x→ a. Åñëè

lim
x→a

β(x)

α(x)
= A ̸= 0, ̸= ∞,

òî áåñêîíå÷íî ìàëûå α(x) è β(x) íàçûâàþòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëûìè îä-
íîãî ïîðÿäêà ïðè x→ a.

Ïðèìåð 1.2.3. Ôóíêöèè α(x) = x, β(x) = sin 3x � áåñêîíå÷íî ìàëûå
îäíîãî ïîðÿäêà ïðè x→ 0, òàê êàê

lim
x→0

sin 3x

x
= lim
x→0

3
sin 3x

3x
= 3.

Îïðåäåëåíèå 1.2.4. Åñëè α(x) è β(x) � áåñêîíå÷íî ìàëûå ïðè x→ a
è

lim
x→a

β(x)

α(x)
= 0,
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òî áåñêîíå÷íî ìàëàÿ β(x) íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé áîëåå âûñî-
êîãî ïîðÿäêà, ÷åì α(x). À α(x) íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé áîëåå
íèçêîãî ïîðÿäêà, ÷åì β(x) ïðè x→ a.

Ïðèìåð 1.2.4. Ðàññìîòðèì ôóíêöèè α(x) = x, β(x) = xn ïðè x → 0 è
n > 1. Òîãäà

lim
x→0

β(x)

α(x)
= lim
x→0

xn

x
= lim
x→0

xn−1 = 0.

Çíà÷èò β(x) � áåñêîíå÷íî ìàëàÿ áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà, ÷åì α(x).

Îïðåäåëåíèå 1.2.5. Áåñêîíå÷íî ìàëàÿ β(x) íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íî
ìàëîé k-îãî ïîðÿäêà îòíîñèòåëüíî áåñêîíå÷íî ìàëîé α(x) ïðè x → a,
åñëè β(x) è (α(x))k áåñêîíå÷íî ìàëûå îäíîãî ïîðÿäêà, ò.å. åñëè

lim
x→a

β(x)

(α(x))k
= A ̸= 0, ̸= ∞.

Ïðèìåð 1.2.5. Ðàññìîòðèì ôóíêöèè α(x) = x, β(x) = sin3x. Òîãäà β(x)
åñòü áåñêîíå÷íî ìàëàÿ 3 ïîðÿäêà îòíîñèòåëüíî α(x) ïðè x→ 0, òàê êàê

lim
x→0

β(x)

(α(x))3
= lim
x→0

sin3 x

x3
= 1.

Îïðåäåëåíèå 1.2.6. Áåñêîíå÷íî ìàëûå α(x) è β(x) íàçûâàþòñÿ ýê-
âèâàëåíòíûìè áåñêîíå÷íî ìàëûìè α(x) ∼ β(x) ïðè x→ a, åñëè

lim
x→a

β(x)

α(x)
= 1.

Ïðèìåð 1.2.6.

sin kx ∼ kx ïðè x→ 0, òàê êàê lim
x→0

sin kx

kx
= 1.

Ïðèìåð 1.2.7.

tg kx ∼ kx ïðè x→ 0, òàê êàê lim
x→0

tg kx

kx
= 1.

Ïðèìåð 1.2.8. ln(1 + x) ∼ x ïðè x→ 0, òàê êàê

lim
x→0

ln(1 + x)

x
= lim
x→0

ln(1 + x)
1
x =

∣∣∣∣y =
1

x
, y → ∞

∣∣∣∣ =
= lim
y→∞

ln

(
1 +

1

y

)y
= ln e = 1.

21



Ïðèìåð 1.2.9. 1− cosx ∼ x2

2
ïðè x→ 0, òàê êàê

lim
x→0

1− cosx

x2

2

= lim
x→0

2 sin2
x

2
x2

2

= lim
x→0

sin
x

2
x

2

·
sin

x

2
x

2

= 1.

Ïðèìåð 1.2.10. n
√
1 + x− 1 ∼ x

n
ïðè x→ 0, n = 1, 2, ...

Òåîðåìà 1.2.7. Åñëè α(x) è β(x) � ýêâèâàëåíòíûå áåñêîíå÷íî ìàëûå
ïðè x → a, òî α(x) − β(x) � áåñêîíå÷íî ìàëàÿ áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà,
÷åì α(x) è β(x). È îáðàòíî, åñëè α(x)−β(x) åñòü áåñêîíå÷íî ìàëàÿ áîëåå
âûñîêîãî ïîðÿäêà ÷åì α(x) èëè β(x), òî α(x) ýêâèâàëåíòíî β(x).

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî α(x) − β(x) áåñêîíå÷íî ìàëàÿ
áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà, ÷åì α(x). Òîãäà

lim
x→a

α(x)− β(x)

α(x)
= 0 èëè lim

x→a

(
1− α(x)

β(x)

)
= 0.

Îòñþäà ëåãêî ïîëó÷èòü,÷òî lim
x→a

α(x)

β(x)
= 1, à çíà÷èò ôóíêöèÿ α(x) ýêâèâà-

ëåíòíà ôóíêöèè β(x).
2. Îáðàòíî. Ïóñòü α(x) ýêâèâàëåíòíà β(x). Òîãäà

lim
x→a

α(x)− β(x)

α(x)
= lim
x→a

1− lim
x→a

α(x)

β(x)
= 1− 1 = 0,

ò.å. α(x) − β(x) � áåñêîíå÷íî ìàëàÿ áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà, ÷åì α(x).
Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ è äëÿ ôóíêöèè β(x).

Ñëåäñòâèå 1.2.2. Ñóììà êîíå÷íîãî ÷èñëà áåñêîíå÷íî ìàëûõ ýêâèâà-
ëåíòíà áåñêîíå÷íî ìàëîé ñàìîãî íèçêîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè èç âñåõ ñëàãà-
åìûõ.

Ïðèìåð 1.2.11. x+ x3 ∼ x ïðè x→ 0, òàê êàê x � áåñêîíå÷íî ìàëàÿ
áîëåå íèçêîãî ïîðÿäêà, ÷åì x3 ïðè x→ 0.

Ïðèìåð 1.2.12.
√
x + x ∼

√
x ïðè x → 0, òàê êàê

√
x � áåñêîíå÷íî

ìàëàÿ áîëåå íèçêîãî ïîðÿäêà ÷åì x ïðè x→ 0.
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Ïðèìåð 1.2.13. Ðàññìîòðèì áåñêîíå÷íî ìàëûå α(x) =
x+ 1

x2
è β(x) =

1

x
ïðè x→ ∞. Òîãäà α(x) ýêâèâàëåíòíà β(x), òàê êàê

lim
x→∞

α(x)− β(x)

β(x)
= lim
x→∞

x+ 1

x2
− 1

x
1

x

= lim
x→∞

x+ 1− x

x2 · 1
x

= lim
x→∞

1

x
= 0.

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ è äëÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé α(x), ÷òî

lim
x→∞

α(x)− β(x)

α(x)
= 0, ò.å. α(x) ýêâèâàëåíòíà β(x) ïðè x→ ∞.

Òåîðåìà 1.2.8. Åñëè α(x) ýêâèâàëåíò-
íà β(x) ïðè x → a è ñóùåñòâóåò
lim
x→a

(α(x) · f(x)) = A, òî ñóùåñòâóåò è lim
x→a

(β(x) · f(x)) è âûïîëíÿ-

åòñÿ lim
x→a

(α(x) · f(x)) = lim
x→a

(β(x) · f(x)) = A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ñóùåñòâóåò lim
x→a

(α(x) · f(x)) = A. Òàê êàê

lim
x→a

α(x)

β(x)
= 1, òî

lim
x→a

(β(x) · f(x)) = 1 · lim
x→a

(β(x) · f(x)) = lim
x→a

α(x)

β(x)
· lim
x→a

(β(x) · f(x)) =

= lim
x→a

(
α(x)

β(x)
· β(x)f(x)

)
= lim
x→a

(α(x)f(x)) = A.

Ðàññìîòðèì ïðèìåðû âû÷èñëåíèÿ ïðåäåëîâ ñ ïîìîùüþ ýêâèâàëåíòíûõ
áåñêîíå÷íî ìàëûõ.

Ïðèìåð 1.2.14. Òàê êàê sin kx ∼ kx ïðè x→ 0, òî

lim
x→0

sin 5x

x
= lim
x→0

5x

x
= 5.

Ïðèìåð 1.2.15.

lim
x→0

x+ x2 + x3

x
= lim
x→0

x

x
= 1,

òàê êàê x+ x2 + x3 ∼ x ïðè x→ 0.
Ïðèìåð 1.2.16.

lim
x→0

arcsin 3x · sin 8x
(x− x2)

2 = lim
x→0

3x · 8x
x2 − 2x3 + x4

= lim
x→0

24x2

x2
= 24,

òàê êàê ïðè x→ 0 ñëåäóþùèå ôóíêöèè ýêâèâàëåíòíû:

arcsin 3x ∼ 3x, sin 8x ∼ 8x,
(
x− x2

)2
= x2 − 2x3 + x4 ∼ x2.
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1.3. Íåïðåðûâíûå ôóíêöèè. Ñâîéñòâà ôóíêöèé, íåïðåðûâíûõ
íà îòðåçêå

Ïóñòü ôóíêöèÿ y = f(x) îïðåäåëåíà â îêðåñòíîñòè U(x0) òî÷êè x0 ∈ R
è y0 = f(x0). Äëÿ x ∈ U(x0) îáîçíà÷èì ∆x = x − x0 è ∆f = f(x) − f(x0).
Òîãäà x = x0 +∆x, à f(x) = f(x0) + ∆f .

Îïðåäåëåíèå 1.3.1. Ôóíêöèÿ y = f(x) íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé â
òî÷êå x0, åñëè

1. lim
∆x→0

f(x0 +∆x) = f(x0) èëè

2. lim
x→x0

f(x) = f(x0) èëè

3. lim
∆x→0

∆f = 0.

Ïðèìåð 1.3.1. Ïîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) = x2 íåïðåðûâíà â ïðî-
èçâîëüíîé òî÷êå x0 ∈ R. Òàê êàê ∆f = f(x0 + ∆x) − f(x0), òî ïîëó÷èì
∆f = (x0 +∆x)2 − x20 = x20 + 2x0∆x+ (∆x)2 − x20 = 2x0∆x+ (∆x)2. Òîãäà

lim
∆x→0

∆f = lim
∆x→0

(
2x0∆x+ (∆x)2

)
=

= 2x0 lim
∆x→0

∆x+ lim
∆x→0

(∆x)2 = 0 + 0 = 0,

îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) = x2 íåïðåðûâíà â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå
îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 1.3.2. Ïóñòü ôóíêöèÿ u = u(x) îïðåäåëåíà íà ìíîæå-
ñòâå D, à ôóíêöèÿ f = f(x) îïðåäåëåíà íà ìíîæåñòâå G ⊂ u(D), òîãäà
ãîâîðÿò, ÷òî çàäàíà ñëîæíàÿ ôóíêöèÿ F (x) = f(u(x)) = f(u).

Ïðåäëîæåíèå 1.3.1. Âñÿêàÿ ýëåìåíòàðíàÿ ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà â
êàæäîé òî÷êå, â êîòîðîé îíà îïðåäåëåíà.

Òàêèì îáðàçîì ôóíêöèè y = sinx, y = cosx, y = tg x, y = ctg x, y =
xn, y = ex, y = ax, y = lnx, y = loga x è ò.ä. íåïðåðûâíû â êàæäîé òî÷êå
îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ.

Òåîðåìà 1.3.1. Åñëè ôóíêöèè f1(x) è f2(x) íåïðåðûâíû â òî÷êå x0,
òî ôóíêöèè

1. f(x) = f1(x)± f2(x),
2. φ(x) = f1(x) · f2(x),

3. ψ(x) =
f1(x)

f2(x)
, f2(x0) ̸= 0,

íåïðåðûâíû â òî÷êå x0.
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4. Åñëè ôóíêöèÿ u = u(x) íåïðåðûâíà â òî÷êå x0, à ôóíêöèÿ f(u)
íåïðåðûâíà â ñîîòâåòñòâóþùåé òî÷êå u0 = u(x0), òî ñëîæíàÿ ôóíêöèÿ
F (x) = f(u(x)) íåïðåðûâíà â òî÷êå x0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì òîëüêî ïåðâîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû. Ïóñòü
ôóíêöèè f1(x) è f2(x) íåïðåðûâíû â òî÷êå x0, òîãäà ñóùåñòâóþò
lim
x→x0

f1(x) = f1(x0) è lim
x→x0

f2(x) = f2(x0). Ïî òåîðåìå 1.1.2 èìååì

lim
x→x0

f(x) = lim
x→x0

(f1(x) + f2(x)) = lim
x→x0

f1(x) + lim
x→x0

f2(x) =

= f1(x0) + f2(x0) = f(x0).

Çíà÷èò ôóíêöèÿ f(x) = f1(x) + f2(x) íåïðåðûâíà â òî÷êå x0.
Ïðèìåð 1.3.2. Èñïîëüçóÿ ýòó òåîðåìó, à òàêæå ïðåäëîæåíèå 3.1 ëåãêî

ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ y = x+sinx íåïðåðûâíà â êàæäîé òî÷êå èç îáëàñòè
îïðåäåëåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 1.3.3. Âñÿêàÿ ôóíêöèÿ íåïðåðûâíàÿ â êàæäîé òî÷êå
îáëàñòè D ⊂ R (èíòåðâàëà (a, b)) íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé â ýòîé
îáëàñòè (íåïðåðûâíîé íà ýòîì èíòåðâàëå).

Ïðèìåð 1.3.3. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

y =

{
x2 , 0 < x < 1
2 , x > 2.

Îíà íåïðåðûâíà íà èíòåðâàëå (0, 1) è íà èíòåðâàëå (2,+∞).

Îïðåäåëåíèå 1.3.4. Åñëè ñóùåñòâóåò lim
x→x0−0

f(x) = f(x0), òî ãî-

âîðÿò, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà ñëåâà â òî÷êå x0, åñëè ñóùå-
ñòâóåò lim

x→x0+0
f(x) = f(x0), òî ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà

ñïðàâà â òî÷êå x0.

Äàäèì îïðåäåëåíèå ôóíêöèè íåïðåðûâíîé íà îòðåçêå.

Îïðåäåëåíèå 1.3.5. Åñëè ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà íà èíòåðâàëå
(a, b) è íåïðåðûâíà â òî÷êå a ñïðàâà, à â òî÷êå b � ñëåâà, òî ãîâîðÿò,
÷òî îíà íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a, b].

Ïðåäëîæåíèå 1.3.2. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ôóíêöèÿ f(x) áûëà íåïðåðûâ-
íà â òî÷êå x0 ∈ R íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü

lim
x→x0−0

f(x) = lim
x→x0+0

f(x) = lim
x→x0

f(x) = f(x0).

Áåç äîêàçàòåëüñòâà.
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1.3.1. Òî÷êè ðàçðûâà

Îïðåäåëåíèå 1.3.6. Ðàññìîòðèì òî÷êó x0, åñëè
1. â òî÷êå x0 ôóíêöèÿ f(x) íå îïðåäåëåíà èëè
2. íå ñóùåñòâóåò lim

x→x0

f(x) èëè

3. lim
x→x0

f(x) ̸= f(x0) èëè

4. lim
x→x0−0

f(x) ̸= lim
x→x0+0

f(x),

òî ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) ðàçðûâíà â òî÷êå x0.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå ïðèìåðû ôóíêöèé, ðàçðûâíûõ â òî÷êå.

Ïðèìåð 1.3.4. Ôóíêöèÿ y =
1

x+ 1
ðàçðûâíà â òî÷êå x0 = −1, òàê êàê

lim
x→−1−0

1

x+ 1
= −∞, lim

x→−1+0

1

x+ 1
= +∞.

Ïðèìåð 1.3.5. Ôóíêöèÿ

y =
x

|x|
=

{
−1 , x < 0
1 , x > 0

ðàçðûâíà â òî÷êå x0 = 0, òàê êàê

lim
x→−0

(−1) = −1 ̸= lim
x→+0

1 = 1.

Ïðèìåð 1.3.6. Ôóíêöèÿ y = e
1

x−3 ðàçðûâíà â òî÷êå x0 = 3, òàê êàê

lim
x→3−0

e
1

x−3 = 0, à lim
x→3+0

e
1

x−3 = +∞.

Îïðåäåëåíèå 1.3.7. Åñëè ñóùåñòâóþò êîíå÷íûå ïðåäåëû ôóíêöèè
f(x) ñïðàâà è ñëåâà â òî÷êå x0, ò.å.

∃ lim
x→x0−0

f(x) = b1 ̸= ∞ è lim
x→x0+0

f(x) = b2 ̸= ∞

è ëèáî
1. b1 ̸= b2, ëèáî
2. b1 = b2, íî ôóíêöèÿ f(x) íå îïðåäåëåíà â òî÷êå x0,

òî ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) èìååò â òî÷êå x0 ðàçðûâ I ðîäà (êîíå÷-
íûé ðàçðûâ).

Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, ò.å. åñëè õîòÿ áû îäèí ïðåäåë ðàâåí áåñêîíå÷-
íîñòè èëè íå ñóùåñòâóåò, òî ãîâîðÿò, ÷òî òî÷êà x0 � òî÷êà ðàçðûâà
II ðîäà.

26



Â ïðèìåðàõ 1.3.4 è 1.3.6 ôóíêöèè èìåëè ðàçðûâ II ðîäà, à â ïðèìåðå
1.3.5 ôóíêöèÿ èìåëà ðàçðûâ I ðîäà.

Ïðèìåð 1.3.7. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ y =
sinx

x
, îíà íå îïðåäåëåíà â 0,

íî

lim
x→−0

sinx

x
= lim
x→+0

sinx

x
= 1,

ïîýòîìó x0 = 0 � òî÷êà ðàçðûâà I ðîäà.

1.3.2. Ñâîéñòâà ôóíêöèé, íåïðåðûâíûõ íà îòðåçêå

Äàäèì áåç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû î ñâîéñòâàõ ôóíêöèé, íåïðåðûâíûõ
íà îòðåçêå.

Òåîðåìà 1.3.2. Åñëè ôóíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà íà îò-
ðåçêå [a, b], òî îíà îãðàíè÷åíà íà íåì. Òî åñòü

∃M = const : ∀x ∈ [a, b] ⇒ |f(x)| 6M.

Òåîðåìà 1.3.3. Åñëè ôóíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà íà îò-
ðåçêå [a, b], òî îíà äîñòèãàåò ñâîåãî íàèáîëüøåãî è íàèìåíüøåãî çíà÷åíèé
íà íåì. Òî åñòü

∃c ∈ [a, b] : f(c) > f(x) ∀x ∈ [a, b],

∃d ∈ [a, b] : f(d) 6 f(x) ∀x ∈ [a, b].

Òåîðåìà 1.3.4. Åñëè ôóíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà íà îò-
ðåçêå [a, b] è íà êîíöàõ ýòîãî îòðåçêà ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ ðàçíûõ çíàêîâ,
òî íà èíòåðâàëå (a, b) íàéäåòñÿ òî÷êà, â êîòîðîé ôóíêöèÿ ðàâíà íóëþ.
Òî åñòü ïóñòü

f(a)f(b) < 0, ⇒ ∃c ∈ (a, b) : f(c) = 0.

Òåîðåìà 1.3.5. Íåïðåðûâíàÿ íà îòðåçêå [a, b] ôóíêöèÿ f(x) ïðèíèìà-
åò âñå ïðîìåæóòî÷íûå çíà÷åíèÿ ìåæäó åå íàèìåíüøèì è íàèáîëüøèì
çíà÷åíèÿìè íà ýòîì îòðåçêå. Ïóñòü m è M � íàèìåíüøåå è íàèáîëüøåå
çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f(x) íà îòðåçêå [a, b], òîãäà

∀µ : m 6 µ 6M ∃c ∈ [a, b] : f(c) = µ.

1.4. Ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè

Ïóñòü äàíà ôóíêöèÿ f(x). Ðàññìîòðèì òî÷êè x è x+∆x, òîãäà∆f =
f(x+∆x)− f(x).
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Îïðåäåëåíèå 1.4.1. Ïðîèçâîäíîé äàííîé ôóíêöèè y = f(x) ïî àðãó-
ìåíòó x íàçûâàåòñÿ ïðåäåë îòíîøåíèÿ ïðèðàùåíèÿ ôóíêöèè ∆f ê ïðè-
ðàùåíèþ àðãóìåíòà ∆x, êîãäà ïîñëåäíèé ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, ò.å.

f ′(x) = lim
∆x→0

∆y

∆x
= lim

∆x→0

f(x+∆x)− f(x)

∆x
.

Èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè:

f ′(x), y′(x), y′x,
dy

dx
.

1.4.1. Ìåõàíè÷åñêèé ñìûñë ïðîèçâîäíîé

Ðàññìîòðèì ïðÿìîëèíåéíîå äâèæåíèå íåêîòîðîé ìàòåðèàëüíîé òî÷êè.
Ïóñòü â íåêîòîðûé íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t0 ðàññòîÿíèå òî÷êè îò íà-
÷àëà îòñ÷åòà áûëî s0. Òîãäà çà âðåìÿ ∆t = t− t0 òî÷êà ïðîéäåò ðàññòîÿíèå
∆s = s(t) − s0. Ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü äâèæåíèÿ òî÷êè áóäåò vñð. =

∆s

∆t
. Òî-

ãäà ìãíîâåííàÿ ñêîðîñòü äâèæåíèÿ òî÷êè áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ êàê ïðåäåë
ñðåäíåé ñêîðîñòè äâèæåíèÿ òî÷êè ïðè óñëîâèè, ÷òî ïðèðàùåíèå âðåìåíè
ñòðåìèòñÿ ê íóëþ:

vìã. = lim
∆t→0

∆s

∆t
.

Òàêèì îáðàçîì, ìåõàíè÷åñêèé ñìûñë ïðîèçâîäíîé çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî
îíà ÿâëÿåòñÿ ìãíîâåííîé ñêîðîñòüþ ëþáîãî äâèæåíèÿ.

1.4.2. Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ïðîèçâîäíîé

Ðàññìîòðèì ãðàôèê ôóíêöèè y = f(x) (ñì. ðèñ. 1.2.). Íà ýòîì ãðàôèêå
âîçüìåì äâå òî÷êè M(x, y), ãäå y = f(x) è M1(x + ∆x, y + ∆y). Ïðîâåäåì
ñåêóùóþ l ÷åðåç òî÷êè M è M1. Åñëè ïðè íåîãðàíè÷åííîì ïðèáëèæåíèè
òî÷êèM1 ê òî÷êåM ñ ëþáîé ñòîðîíû ñåêóùàÿ ñòðåìèòñÿ çàíÿòü ïîëîæåíèå
îïðåäåëåííîé ïðÿìîé m, òî ïðÿìàÿ m íàçûâàåòñÿ êàñàòåëüíîé ê êðèâîé
â òî÷êå M . Îáîçíà÷èì óãîë íàêëîíà ñ ïîëîæèòåëüíûì íàïðàâëåíèåì îñè
OX êàñàòåëüíîé ÷åðåç α, à ñåêóùåé ÷åðåç φ. Óñòðåìèì òî÷êóM1 ïî êðèâîé
ê òî÷êå M , òîãäà ñåêóùàÿ l óñòðåìèòñÿ ê êàñàòåëüíîé m, à óãîë φ ê óãëó
α.

Î÷åâèäíî, ÷òî tgφ =
∆y

∆x
. Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ ïðîèçâîäíîé ïîëó÷èì

y′ = lim
∆x→0

∆y

∆x
= lim

∆x→0
tgφ(x) = tgα.

Äðóãèìè ñëîâàìè, çíà÷åíèå ïðîèçâîäíîé f ′(x) ïðè äàííîì çíà÷åíèè
x ðàâíî òàíãåíñó óãëà, îáðàçîâàííîãî ñ ïîëîæèòåëüíûì íàïðàâëåíèåì
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�oY

Xx

∆x

x+∆x

y
∆y

y +∆y

m l

M

M1

αφ

Ðèñ. 1.2.

îñè OX êàñàòåëüíîé ê ãðàôèêó ôóíêöèè f(x) â ñîîòâåòñòâóþùåé òî÷êå
M(x, f(x)).

1.4.3. Äèôôåðåíöèðóåìîñòü ôóíêöèé

Îïðåäåëåíèå 1.4.2. Åñëè ôóíêöèÿ y = f(x) èìååò ïðîèçâîäíóþ â
òî÷êå x0, òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïðè x = x0 ôóíêöèÿ äèôôåðåíöèðó-
åìà.

Îïðåäåëåíèå 1.4.3. Åñëè ñóùåñòâóåò lim
∆x→−0

∆f

∆x
= f ′−(x), òî îí íà-

çûâàåòñÿ ëåâîé ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè f(x) â òî÷êå x. Åñëè ñóùåñòâó-

åò lim
∆x→+0

∆f

∆x
= f ′+(x), òî îí íàçûâàåòñÿ ïðàâîé ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè

f(x) â òî÷êå x.

Îïðåäåëåíèå 1.4.4. Åñëè ôóíêöèÿ f(x) äèôôåðåíöèðóåìà â êàæäîé
òî÷êå èíòåðâàëà (a, b), òî îíà íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèðóåìîé íà ýòîì
èíòåðâàëå.

Åñëè ôóíêöèÿ f(x) äèôôåðåíöèðóåìà íà èíòåðâàëå (a, b) è äèôôåðåí-
öèðóåìà ñïðàâà â òî÷êå a è ñëåâà â òî÷êå b, òî îíà íàçûâàåòñÿ äèôôå-
ðåíöèðóåìîé íà îòðåçêå [a, b].

Òåîðåìà 1.4.1. Åñëè ôóíêöèÿ f(x) äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x, òî
îíà íåïðåðûâíà â ýòîé òî÷êå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ ïðîèçâîäíîé

f ′(x) = lim
∆x→0

∆f

∆x
.
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Òîãäà ïî òåîðåìå 1.2.1 áóäåì èìåòü

∆f

∆x
= f ′(x) + α(x), ãäå α(x) → 0 ïðè ∆x→ 0.

Îòñþäà ∆f = f ′(x) ·∆x+ α(x) ·∆x. Íàéäåì

lim
∆x→0

∆f = lim
∆x→0

(f ′(x) ·∆x+ α(x) ·∆x) = 0.

Òàêèì îáðàçîì ìû ïîëó÷èëè, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà â òî÷êå x.
Îáðàòíîå íåâåðíî, ò.å. èç íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè â òî÷êå x0 íå ñëåäóåò

åå äèôôåðåíöèðóåìîñòü â ýòîé òî÷êå. Ïðèâåäåì ïðèìåð ïîäòâåðæäàþùèé
ýòî.

Ïðèìåð 1.4.1. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ y = 3
√
x â òî÷êå x0 = 0. Òîãäà

∆y = 3
√
x0 +∆x− 3

√
x0 =

3
√
∆x.

Ëåãêî íàéòè, ÷òî

lim
∆x→0

∆y

∆x
= lim

∆x→0

3
√
∆x

∆x
= lim

∆x→0

1
3
√
(∆x)2

= ∞.

Çíà÷èò ó äàííîé ôóíêöèè y = 3
√
x íå ñóùåñòâóåò ïðîèçâîäíîé â òî÷êå

x0 = 0, õîòÿ îíà íåïðåðûâíà â ýòîé òî÷êå.

Òåîðåìà 1.4.2. Íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì äèôôåðåíöè-
ðóåìîñòè ôóíêöèè f(x) â òî÷êå x0 ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëîâ:

lim
x→x0−0

∆f

∆x
= lim
x→x0+0

∆f

∆x
= lim
x→x0

∆f

∆x
= f ′(x0).

1.4.4. Ïðîèçâîäíûå ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé

Ïðèìåð 1.4.2. Ïîêàæåì, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè y = x2 ðàâíà y′ =
2x. Íàéäåì∆y = y(x+∆x)−y(x) = (x+∆x)2−x2 = x2+2x∆x+(∆x)2−x2 =
2x∆x+ (∆x)2. Òîãäà

y′ = lim
∆x→0

∆y

∆x
= lim

∆x→0

2x∆x+ (∆x)2

∆x
= lim

∆x→0
(2x+∆x) = 2x.

Ïðèìåð 1.4.3. Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ïðèìåðó ëåãêî ïîëó÷èòü, ÷òî
ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè y = xn ðàâíà y′ = nxn−1.
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Ïðèìåð 1.4.4. Ïîêàæåì, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè y = sinx ðàâíà
y′ = cosx. Ïîñêîëüêó

∆y = y(x+∆x)− y(x) = sin(x+∆x)− sinx =

= 2 sin
x+∆x− x

2
cos

x+∆x+ x

2
=

= 2 sin
∆x

2
cos

(
x+

∆x

2

)
.

Òîãäà

y′ = lim
∆x→0

∆y

∆x
= lim

∆x→0

2 sin
∆x

2
· cos

(
x+

∆x

2

)
2
∆x

2

=

= lim
∆x→0

sin
∆x

2
∆x

2

· lim
∆x→0

cos

(
x+

∆x

2

)
= 1 · cosx = cosx.

Òàáëèöà ïðîèçâîäíûõ îñíîâíûõ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé

1. c′ = 0, ãäå c = const
2. x′ = 1, ãäå x − íåçàâèñèìûé àðãóìåíò

3. y = xn, y′ = nxn−1, n ̸= −1

4. y =
√
x, y′ =

1

2
√
x

5. y = sinx, y′ = cosx
6. y = cosx, y′ = − sinx

7. y = tg x, y′ =
1

cos2 x

8. y = ctg x, y′ = − 1

sin2 x

9. y = arcsinx, y′ =
1√

1− x2
, |x| < 1

10. y = arccosx, y′ = − 1√
1− x2

, |x| < 1

11. y = arctg x, y′ =
1

1 + x2

12. y = arcctg x, y′ = − 1

1 + x2

13. y = ax, y′ = ax · ln a, a > 0, a ̸= 1

31



14. y = ex, y′ = ex

15. y = lnx, y′ =
1

x
, x > 0

16. y = loga x, y′ =
1

x · ln a
, a > 0, a ̸= 1, x > 0.

1.4.5. Ïðîèçâîäíàÿ ïîñòîÿííîé, ñóììû, ïðîèçâåäåíèÿ è
÷àñòíîãî ôóíêöèé

Òåîðåìà 1.4.3. Ïðîèçâîäíàÿ êîíñòàíòû ðàâíà íóëþ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ôóíêöèÿ y = c = const, òîãäà ∆y = y(x+∆x)−
y(x) = c− c = 0. Ïîýòîìó

y′ = c′ = lim
∆x→0

∆y

∆x
= 0.

Òåîðåìà 1.4.4. Ïîñòîÿííûé ìíîæèòåëü ìîæíî âûíîñèòü çà çíàê
ïðîèçâîäíîé, ò.å. åñëè ôóíêöèÿ y = c · f(x), òî y′ = c · f ′(x).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ýòîé ôóíêöèè ∆y = c · f(x + ∆x) − c · f(x) =
c(f(x+∆x)− f(x)) = c ·∆f. Ïîýòîìó

y′ = lim
∆x→0

c ·∆f
∆x

= c · lim
∆x→0

∆f

∆x
= c · f ′(x).

Òåîðåìà 1.4.5. Ïðîèçâîäíàÿ ñóììû êîíå÷íîãî ÷èñëà äèôôåðåíöèðóå-
ìûõ ôóíêöèé ðàâíà ñóììå ïðîèçâîäíûõ ýòèõ ôóíêöèé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé ñóììû äâóõ ôóíêöèé. Ïóñòü
ôóíêöèÿ y = u(x) + v(x). Òîãäà ∆y = y(x + ∆x) − y(x) = u(x + ∆x) +
v(x+∆x)− u(x)− v(x) = u(x+∆x)− u(x) + v(x+∆x)− v(x) = ∆u+∆v.
Íàéäåì

y′ = lim
∆x→0

∆y

∆x
= lim

∆x→0

∆u+∆v

∆x
= u′(x) + v′(x).

Ïðèìåð 1.4.5. Ïóñòü ôóíêöèÿ

y = x4 − 3
√
x = x4 − x

1
3 ,

òîãäà

y′ =
(
x4 − x

1
3

)′
=
(
x4
)′ − (x 1

3

)′
= 4x3 − 1

3
x−

2
3 = 4x3 − 1

3
3
√
x2
.
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Òåîðåìà 1.4.6. Ïðîèçâîäíàÿ ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ôóíêöèé ðàâíà ñóììå
ïðîèçâîäíîé ïåðâîé ôóíêöèè íà âòîðóþ ôóíêöèþ è ïðîèçâîäíîé âòîðîé
ôóíêöèþ íà ïåðâóþ, ò.å. åñëè

y = u(x) · v(x), òî y′ = u′(x) · v(x) + u(x) · v′(x).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ôóíêöèè y = u(x) · v(x) íàéäåì

∆y = y(x+∆x)− y(x) = u(x+∆x) · v(x+∆x)− u(x) · v(x) =
= u(x+∆x) · v(x+∆x)− u(x) · v(x+∆x) + u(x) · v(x+∆x)−
− u(x) · v(x) = v(x+∆x)[u(x+∆x)− u(x)] + u(x)[v(x+∆x)−
− v(x)] = ∆u · v(x+∆x) + u(x) ·∆v.

Òîãäà

y′ = lim
∆x→0

∆y

∆x
= lim

∆x→0

∆u · v(x+∆x) + u(x) ·∆v
∆x

=

= v(x) · lim
∆x→0

∆u

∆x
+ u(x) lim

∆x→0

∆v

∆x
= u′(x) · v(x) + u(x) · v′(x).

Òåîðåìà 1.4.7. Ïðîèçâîäíàÿ ÷àñòíîãî äâóõ ôóíêöèé ðàâíà äðîáè, ó
êîòîðîé çíàìåíàòåëü åñòü êâàäðàò âòîðîé ôóíêöèè, à ÷èñëèòåëü åñòü
ðàçíîñòü ìåæäó ïðîèçâåäåíèåì ïðîèçâîäíîé ÷èñëèòåëÿ íà çíàìåíàòåëü
è ïðîèçâåäåíèåì ÷èñëèòåëÿ íà ïðîèçâîäíóþ çíàìåíàòåëÿ, ò.å. åñëè

y =
u(x)

v(x)
, òî y′ =

u′(x) · v(x)− u(x) · v′(x)
v2(x)

, v(x) ̸= 0.

Ýòà òåîðåìà äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåé.
Ïðèìåð 1.4.6. Íàéäåì ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè

y = tg x =
sinx

cosx
.

Ïî òåîðåìå 1.2.1 ïîëó÷èì

y′ =
(sinx)′ cosx− sinx(cosx)′

cos2x
=

cosx cosx− sinx(− sinx)

cos2 x
=

=
cos2 x+ sin2 x

cos2 x
=

1

cos2 x
.
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1.4.6. Ïðîèçâîäíàÿ ñëîæíîé ôóíêöèè

Ïóñòü äàíà ñëîæíàÿ ôóíêöèÿ:

y = F (x) = f(u(x)), ãäå y = f(u), u = u(x).

Òåîðåìà 1.4.8. Ïðîèçâîäíàÿ ñëîæíîé ôóíêöèè ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ
ïðîèçâîäíîé äàííîé ôóíêöèè ïî ïðîìåæóòî÷íîìó àðãóìåíòó íà ïðîèç-
âîäíóþ ýòîãî ïðîìåæóòî÷íîãî àðãóìåíòà ïî ïåðåìåííîìó x, ò.å. åñëè
ôóíêöèÿ u = u(x) èìååò ïðîèçâîäíóþ u′x(x) â òî÷êå x, à ôóíêöèÿ f(u)
èìååò ïðîèçâîäíóþ f ′u(u) ïðè ñîîòâåòñòâóþùåì çíà÷åíèè u = u(x), òî
ñëîæíàÿ ôóíêöèÿ y = F (x) èìååò â òî÷êå x ïðîèçâîäíóþ, êîòîðàÿ ðàâíà

F ′
x(x) = f ′x(u(x)) = f ′u(u) · u′x(x).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñëîæíóþ ôóíêöèþ y = F (x) = f(u(x)) =
f(u). Òîãäà ∆u = u(x + ∆x) − u(x), ∆f = f(u + ∆u) − f(u). Òàê êàê
ôóíêöèè u(x) è f(u) èìåþò ïðîèçâîäíóþ â òî÷êàõ x è u, ñîîòâåòñòâåííî,
òî u(x) è f(u) íåïðåðûâíûå ôóíêöèè è ïîýòîìó, åñëè ∆x→ 0, òî è ∆u→
0, ∆f → 0.

Ïîñêîëüêó

f ′u(u) = lim
∆u→0

∆f

∆u
,

òî ïî òåîðåìå 1.2.1 èìååì

∆f

∆u
= f ′u(u) + α(∆u),

ãäå α(∆u) → 0 ïðè ∆u→ 0, à çíà÷èò è ïðè ∆x→ 0.
Òàê êàê ∆y = ∆F = ∆f, òî

∆F = ∆f = f ′u(u) ·∆u+ α(∆u) ·∆u.

Îòñþäà ëåãêî ïîëó÷èòü, ÷òî

F ′
x(x) = lim

∆x→0

∆F

∆x
= lim

∆x→0

f ′u(u)∆u+ α(∆u)∆u

∆x
=

= f ′u(u) · lim
∆x→0

∆u

∆x
+ u′x(x) · lim

∆x→0
α(∆u) = f ′u(u) · u′x(x) + 0 = f ′u(u) · u′x(x).

Ïðèìåð 1.4.7. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ y = sinx2. Îáîçíà÷èì y =
sinu, à u = x2. Òîãäà

y′u = cosu = cosx2, u′x = 2x, îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

y′ = 2x · cosx2.
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Ïðèìåð 1.4.8. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

y = arcsin2
(√

x2 + 1− ln(2x+ 3)
)
.

Íå áóäåì êàê â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå ââîäèòü ïðîìåæóòî÷íûå ôóíêöèè,
âû÷èñëèì ïðîèçâîäíóþ ýòîé ôóíêöèè ñðàçó, èñïîëüçóÿ ïðàâèëî äèôôå-
ðåíöèðîâàíèÿ ñëîæíîé ôóíêöèè è òåîðåìû îá àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèÿõ
íàä ïðîèçâîäíîé. Òîãäà ïîëó÷èì, ÷òî

y′ =
(
arcsin2

(√
x2 + 1− ln(2x+ 3)

))′
=

= 2arcsin
(√

x2 + 1− ln(2x+ 3)
)(

arcsin
(√

x2 + 1− ln(2x+ 3)
))′

=

= 2arcsin
(√

x2 + 1− ln(2x+ 3)
) (√

x2 + 1− ln(2x+ 3)
)′√

1−
(√
x2 + 1− ln(2x+ 3)

)2 =

= 2arcsin
(√

x2 + 1− ln(2x+ 3)
) 2x

2
√
x2 + 1

− 2

2x+ 3√
1−

(√
x2 + 1− ln(2x+ 3)

)2 =

= 2arcsin
(√

x2 + 1− ln(2x+ 3)
)
×

× 2x2 + 3x− 2
√
x2 + 1

(2x+ 3)
√
x2 + 1

√
1−

(√
x2 + 1− ln(2x+ 3)

)2 .
1.4.7. Ïðîèçâîäíàÿ íåÿâíîé ôóíêöèè

Íåÿâíûå ôóíêöèè çàäàþòñÿ óðàâíåíèåì F (x, y) = 0. Ïðèìåðîì íåÿâ-
íîé ôóíêöèè ìîæåò ñëóæèòü óðàâíåíèå x2 + y2 = 1.

Ðàññìîòðèì ïðàâèëî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ íåÿâíîé ôóíêöèè:
äèôôåðåíöèðóåì îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ, ñ÷èòàÿ y = y(x) ôóíêöèåé îò
x, ïîëüçóÿñü ïðàâèëîì äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ñëîæíîé ôóíêöèè. Ïîëó÷èì
óðàâíåíèå, èç êîòîðîãî ìîæíî âûðàçèòü y′.

Ïðèìåð 1.4.9. Ðàññìîòðèì íåÿâíóþ ôóíêöèþ x2 + y2 = 1. Ïðîäèôôå-
ðåíöèðóåì îáå ÷àñòè ýòîãî óðàâíåíèÿ, ñ÷èòàÿ y ôóíêöèåé îò x, ïîëó÷èì

2x+ 2y · y′ = 0 èëè y′ = −2x

2y
= −x

y
.

Ïðèìåð 1.4.10. Íàéäåì ïðîèçâîäíóþ ïîêàçàòåëüíîé ôóíêöèè. Ïóñòü
y = ax, òîãäà ln y = x · ln a. Âîçüìåì ïðîèçâîäíóþ îò îáåèõ ÷àñòåé

(ln y)′ = (x · ln a)′, ïîëó÷èì
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1

y
· y′ = x′ · ln a+ x · (ln a)′, y′

y
= 1 · ln a+ 0 èëè

y′ = y · ln a = ax ln a.

1.4.8. Ëîãàðèôìè÷åñêàÿ ïðîèçâîäíàÿ

Ðàññìîòðèì ïîêàçàòåëüíî-ñòåïåííóþ ôóíêöèþ y = [u(x)]v(x).

Òåîðåìà 1.4.9. Åñëè y = uv, ãäå u = u(x), v = v(x), òî

y′ = (uv)
′
= v · uv−1 · u′ + uv · v′ lnu.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîëîãàðèôìèðóåì îáå ÷àñòè ôóíêöèè y = uv, ïîëó-
÷èì ln y = v · lnu. Âîçüìåì ïðîèçâîäíóþ îò îáåèõ ÷àñòåé

(ln y)′ = (v · lnu)′, y′

y
= v′ lnu+

vu′

u
, òîãäà

y′ = y

(
v′ lnu+

vu′

u

)
= uvv′ lnu+

uvvu′

u
=

= uvv′ lnu+ vuv−1u′.

Ïðèìåð 1.4.11. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ y = (sinx)x, ïðîëîãàðèôìèðóåì
åå è âîçüìåì ïðîèçâîäíóþ îò îáåèõ ÷àñòåé, ïîëó÷èì (ln y)′ = (x ln sinx)′.
Òîãäà

y′

y
= ln sinx+

x cosx

sinx
= ln sinx+ x ctg x, òîãäà

y′ = y(ln sinx+ x ctg x) = (sinx)x(ln sinx+ x ctg x).

1.4.9. Ïðîèçâîäíàÿ îáðàòíîé ôóíêöèè

Ðàññìîòðèì ñòðîãî âîçðàñòàþùóþ (ñòðîãî óáûâàþùóþ) ôóíêöèþ y =
f(x) íà îòðåçêå [a, b]. Ïóñòü f(a) = c, f(b) = d. Åñëè x1 < x2, òî äëÿ ñòðî-
ãî âîçðàñòàþùåé ôóíêöèè áóäåò âûïîëíÿòüñÿ f(x1) < f(x2), à äëÿ ñòðîãî
óáûâàþùåé � f(x1) > f(x2). Äðóãèìè ñëîâàìè ðàçëè÷íûì çíà÷åíèÿì àð-
ãóìåíòà x ñîîòâåòñòâóþò ðàçëè÷íûå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè y. Ýòî îçíà÷àåò,
÷òî ìîæíî çàäàòü ôóíêöèþ x = φ(y), êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ îáðàòíîé ê
ôóíêöèè y = f(x).

Òåîðåìà 1.4.10. Åñëè ñòðîãî âîçðàñòàþùàÿ èëè óáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ
y = f(x) íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a, b], òî îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà íà
îòðåçêå [c, d], ãäå c = f(a), d = f(b), îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ x = φ(y).

Áåç äîêàçàòåëüñòâà.
Äîêàæåì òåîðåìó î ïðîèçâîäíîé îáðàòíîé ôóíêöèè.
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Òåîðåìà 1.4.11. Åñëè äëÿ ôóíêöèè y = f(x) ñóùåñòâóåò îáðàòíàÿ
ôóíêöèÿ x = φ(y), êîòîðàÿ â òî÷êå y èìååò ïðîèçâîäíóþ φ′(y) ̸= 0, òî
ôóíêöèÿ y = f(x) èìååò ïðîèçâîäíóþ ðàâíóþ

f ′x(x) =
1

φ′
y(y)

â ñîîòâåòñòâóþùåé òî÷êå x.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïðèðàùåíèå ∆x è ñîîòâåòñòâóþùåå åìó
ïðèðàùåíèå ôóíêöèè ∆y. Òîãäà

∆y

∆x
=

1
∆x

∆y

.

Îòñþäà ïîëó÷èì

y′ = lim
∆x→0

∆y→0

∆y

∆x
= lim

∆x→0

∆y→0

1
∆y

∆x

=
1

x′y
=

1

φ′
y(y)

.

Ïðèìåð 1.4.12. Íàéäåì ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè y = arcsinx. Òàê êàê
îáðàòíîé ôóíêöèåé äëÿ y = arcsinx ÿâëÿåòñÿ x = sin y è x′ = cos y, òî

(arcsinx)′ = y′ =
1

x′
=

1

cos y
=

1√
1− sin2 y

=
1√

1− x2
.

Ïðèìåð 1.4.13. Àíàëîãè÷íî ïîëó÷èì ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè y =
arctg x. Èìååì

x = tg y, x′ =
1

cos2 y
.

Òîãäà

y′ =
1

x′
=

1
1

cos2 y

=
1

cos2 y + sin2 y

cos2 y

=
1

1 + tg2 y
=

1

1 + x2
.

1.4.10. Ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè, çàäàííîé ïàðàìåòðè÷åñêè

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ, çàäàííóþ ïàðàìåòðè÷åñêè{
x = φ(t)
y = ψ(t)

t ∈ T. (1.1)

Ïóñòü ôóíêöèè φ(t) è ψ(t) èìåþò ïðîèçâîäíûå è, êðîìå òîãî, ôóíêöèÿ
x = φ(t) èìååò îáðàòíóþ t = Φ(x), êîòîðàÿ òàêæå èìååò ïðîèçâîäíóþ.
Òîãäà, îïðåäåëåííóþ ïàðàìåòðè÷åñêèì óðàâíåíèåì (1.1), ôóíêöèþ y =
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f(x) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñëîæíóþ ôóíêöèþ: y = ψ(t), t = Φ(x), t �
ïðîìåæóòî÷íûé àðãóìåíò. Òîãäà ïî ïðàâèëó äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ñëîæíîé
ôóíêöèè èìååì:

y′ = y′t · t′x = ψ′
t(t) · Φ′

x(x).

Ïîñêîëüêó ïî òåîðåìå î ïðîèçâîäíîé îáðàòíîé ôóíêöèè âûïîëíÿåòñÿ

Φ′
x(x) =

1

φ′
t(t)

.

Òî ìû ïîëó÷èì

y′x =
ψ′(t)

φ′(t)
=
y′t
x′t
.

Ïðèìåð 1.4.14. Ðàññìîòðèì ïàðàìåòðè÷åñêóþ ôóíêöèþ{
x = 2 cos t
y = t sin t.

Ïîñêîëüêó x′t = −2 sin t, y′t = sin t+ t cos t, òî

y′x =
sin t+ t cos t

−2 sin t
= −1

2
− t

2
ctg t.

1.5. Äèôôåðåíöèàë

Ïóñòü ôóíêöèÿ y = f(x) � äèôôåðåíöèðóåìà íà îòðåçêå [a, b]. Òîãäà
äëÿ x ∈ (a, b) ñóùåñòâóåò

f ′(x) = lim
∆x→0

∆y

∆x
.

Òåîðåìà 1.5.1. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ôóíêöèÿ f(x) áûëà äèôôåðåíöèðóå-
ìà â òî÷êå x, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ∆f = A∆x + α(∆x)∆x,
ãäå A = const ïðè ôèêñèðîâàííîì x è α(∆x) → 0 ïðè ∆x→ 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü ñóùåñòâóåò f ′(x), òîãäà ïî òåî-
ðåìå 1.2.1

∆y

∆x
= f ′(x) + α(∆x),

ãäå α(∆x) → 0 ïðè ∆x→ 0. Òîãäà

∆y = f ′(x) + α(∆x)∆x = A∆x+ α(∆x)∆x,

ãäå A = f ′(x) = const ïðè ôèêñèðîâàííîì x.
Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü ∆f = A∆x + α(∆x)∆x, ïîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ

f(x) èìååò ïðîèçâîäíóþ â ôèêñèðîâàííîé òî÷êå x. Íàéäåì

lim
∆x→0

∆y

∆x
= lim

∆x→0

A∆x+ α(∆x)∆x

∆x
= lim

∆x→0
(A+ α(∆x)) = A,
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òàê êàê α(∆x) → 0 ïðè ∆x → 0. Òàêèì îáðàçîì ôóíêöèÿ f(x) äèôôåðåí-
öèðóåìà â òî÷êå x.

×òî âíîñèò îñíîâíîé âêëàä â ïðèðàùåíèå ôóíêöèè ∆y? Ðàññìîòðèì
ïåðâîå ñëàãàåìîå â ∆y. Â îáùåì ñëó÷àå ïî÷òè âñåãäà f ′(x) ̸= 0. Ïîýòîìó

lim
∆x→0

f ′(x)∆x

∆x
= f ′(x) ̸= 0,

òî åñòü f ′(x)∆x åñòü áåñêîíå÷íî ìàëàÿ 1 ïîðÿäêà ïî ñðàâíåíèþ ñ ∆x.
Ðàññìîòðèì âòîðîå ñëàãàåìîå. Òàê êàê

lim
∆x→0

α(∆x)∆x

∆x
= lim

∆x→0
α(∆x) = 0,

òî ïîýòîìó α(∆x)∆x åñòü âåëè÷èíà áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè ïî
ñðàâíåíèþ ñ ∆x. Ñëåäîâàòåëüíî ïðè ôèêñèðîâàííîì x è ∆x→ 0, îñíîâíîé
âêëàä â ∆y âíîñèò ïåðâûé ÷ëåí f ′(x)∆x.

Îïðåäåëåíèå 1.5.1. Âûðàæåíèå f ′(x)∆x, íàçûâàåìîå ãëàâíîé ëè-
íåéíîé ÷àñòüþ ïðèðàùåíèÿ ôóíêöèè ∆y, è íàçûâàþò äèôôåðåíöèà-
ëîì ôóíêöèè f(x) è îáîçíà÷àþò

dy = f ′(x)∆x.

Ïðèìåð 1.5.1. Ïóñòü y = x, òîãäà y′ = 1 è ñëåäîâàòåëüíî dy = dx = 1 ·
∆x. Ïîýòîìó dx = ∆x, åñëè x � íåçàâèñèìîå ïåðåìåííîå. Îòñþäà ïîëó÷àåì
âûðàæåíèå äëÿ äèôôåðåíöèàëà ôóíêöèè

dy = f ′(x)dx.

Òîãäà

f ′(x) =
dy

dx
,

òî åñòü ïðîèçâîäíàÿ f ′(x) åñòü îòíîøåíèå äèôôåðåíöèàëà ôóíêöèè ê äèô-
ôåðåíöèàëó íåçàâèñèìîãî ïåðåìåííîãî.

Ðàññìîòðèì ïðèìåðû âû÷èñëåíèÿ äèôôåðåíöèàëà ôóíêöèè.

Ïðèìåð 1.5.2. Ïóñòü y = tg x, òîãäà y′ =
1

cos2 x
è dy =

dx

cos2 x
.

Ïðèìåð 1.5.3. Ïóñòü y = arctg2 x, òîãäà dy =
2arctg x

1 + x2
dx.

1.5.1. Ñâîéñòâà äèôôåðåíöèàëà

Ïîñêîëüêó äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè ýòî ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè óìíî-
æåííàÿ íà äèôôåðåíöèàë íåçàâèñèìîãî ïåðåìåííîãî, òî âñå ñâîéñòâà ïðî-
èçâîäíîé ïåðåíîñÿòñÿ è íà äèôôåðåíöèàë. Ïîýòîìó ñïðàâåäëèâà ñëåäóþ-
ùàÿ òåîðåìà.

39



Òåîðåìà 1.5.2. Ïóñòü u(x) è v(x) � äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè, òî-
ãäà
1. d(u± v) = du± dv,
2. d(uv) = vdu+ udv,

3. d
(u
v

)
=
vdu− udv

v2
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì âòîðîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû. Ïîñêîëüêó
(uv)′ = u′v + vu′, òî

d(uv) = (uv)′dx = (u′v + vu′)dx = vu′dx+ uv′dx = vdu+ udv,

òàê êàê u′dx = du, v′dx = dv.
Ïðèìåð 1.5.4. Ïóñòü y = sinx + cosx, òîãäà y′ = cosx − sinx è dy =

(cosx− sinx)dx.
Ïðèìåð 1.5.5. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ y = x2 sinx, òîãäà

dy = sinx d(x2) + x2 d(sinx) = 2x sinx dx+ x2 cosx dx.

1.5.2. Äèôôåðåíöèàë ñëîæíîé ôóíêöèè

Ðàññìîòðèì ñëîæíóþ ôóíêöèþ y = f(u), u = u(x), òî åñòü y =
f(u(x)) = f(x). Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ äèôôåðåíöèàëà èìååì

dy = f ′x(x) dx.

Íî ïîñêîëüêó ïðîèçâîäíàÿ ñëîæíîé ôóíêöèè ðàâíà f ′x = f ′u · u′x, òî dy =
f ′u · u′x dx. Èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâî u′x dx = du, ïîëó÷èì

dy = f ′u(u) du.

Òàêèì îáðàçîì, ôîðìà äèôôåðåíöèàëà íå çàâèñèò îò òîãî, ÿâëÿåòñÿ
ëè àðãóìåíò íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé èëè ôóíêöèåé äðóãîãî àðãóìåíòà.
Ýòî ñâîéñòâî äèôôåðåíöèàëà íàçûâàåòñÿ èíâàðèàíòíîñòüþ ôîðìû 1
äèôôåðåíöèàëà.

1.5.3. Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë äèôôåðåíöèàëà

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ y = f(x) è åå ãðàôèê. Ïðîâåäåì â òî÷êå
M0(x0, y0) êàñàòåëüíóþ ê ýòîé êðèâîé. Âîçüìåì íà ãðàôèêå òî÷êó M(x0 +
∆x, y0 +∆y), òîãäà ∆y = |MN | (ñì.ðèñ. 1.3). Ïîñêîëüêó

dy

dx
= f ′(x0) = tgα =

|NT |
∆x

,

òî
dy = |NT |.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè
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α

Ðèñ. 1.3.

Îïðåäåëåíèå 1.5.2. Äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè y = f(x), ñîîòâåò-
ñòâóþùèé äàííûì çíà÷åíèÿì òî÷êè x0 è ïðèðàùåíèÿ ∆x, ðàâåí ïðèðà-
ùåíèþ îðäèíàòû êàñàòåëüíîé ê êðèâîé y = f(x) â òî÷êå x.

1.5.4. Ïðèìåíåíèå äèôôåðåíöèàëà â ïðèáëèæåííûõ
âû÷èñëåíèÿõ

Ðàññìîòðèì ïðèðàùåíèå ôóíêöèè ∆y = f ′(x)∆x + α(∆x)∆x = dy +
α(∆x)∆x. Ïóñòü f ′(x) ̸= 0. Òîãäà

lim
∆x→0

∆y

dy
= lim

∆x→0

dy + α(∆x)∆x

dy
= 1 + lim

∆x→0

α(∆x)∆x

f ′(x)∆x
= 1 + 0 = 1.

Ïîýòîìó ∆y ≃ dy ýêâèâàëåíòíûå áåñêîíå÷íî ìàëûå ïðè ∆x → 0. Òàê êàê
∆y = f(x+∆x)− f(x) ≈ dy = f ′(x)∆x, òî

f(x+∆x) ≈ f(x) + f ′(x)∆x

ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ∆x. Ýòî è åñòü ôîðìóëà ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ
çíà÷åíèÿ ôóíêöèè.

Ïðèìåð 1.5.6. Ïóñòü y = sinx, íàéòè ïðèáëèæåííî çíà÷åíèå sin 310.

Âîçüìåì x = 300, òîãäà x+∆x = 310, ïîýòîìó ∆x = 310− 300 = 10 =
π

1800
.

Ïî ôîðìóëå ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ èìååì

sin(x+∆x) ≈ sinx+ cosx ·∆x.
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Ïîýòîìó ìû ïîëó÷èì

sin 310 ≈ sin 300 + cos 300 · π

1800
≈ 1

2
+

√
3

2
· 3, 14
180

≈

≈ 0, 5 + 0, 865 · 0, 017 = 0, 5 + 0, 014705 = 0, 514705.

Ïðèìåð 1.5.7. Íàéòè ïðèáëèæåííî çíà÷åíèå
√
1, 01. Ðàññìîòðèì ôóíê-

öèþ y =
√
x, òîãäà y′ =

1

2
√
x
è

y(x+∆x) ≈ y(x) + y′(x)∆x =
√
x+

1

2
√
x
∆x.

Âîçüìåì x = 1, x+∆x = 1, 01, òîãäà ∆x = 0, 01. Ïîýòîìó√
1, 01 ≈

√
1 +

1

2
√
1
· 0, 01 = 1 + 0, 5 · 0, 01 = 1, 005.

1.6. Ïðîèçâîäíûå è äèôôåðåíöèàëû âûñøèõ ïîðÿäêîâ

Ïóñòü ôóíêöèÿ y = f(x) äèôôåðåíöèðóåìà íà èíòåðâàëå (a, b). Çíà÷å-
íèÿ y = f ′(x) çàâèñÿò îò x, òî åñòü ïðîèçâîäíàÿ f ′(x) åñòü îïÿòü ôóíêöèÿ
îò x. Ïîýòîìó åå òàêæå ìîæíî äèôôåðåíöèðîâàòü.

Îïðåäåëåíèå 1.6.1. Ïðîèçâîäíàÿ îò ïåðâîé ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè
y = f(x) íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîäíîé âòîðîãî ïîðÿäêà èëè âòîðîé ïðîèçâîä-
íîé, òî åñòü y′′ = (y′)′.

Îáîçíà÷åíèÿ âòîðîé ïðîèçâîäíîé: f ′′, y′′.

Ïðèìåð 1.6.1. Ïóñòü y = x5, òîãäà y′ = 5x4, à y′′ = 20x3.

Îïðåäåëåíèå 1.6.2. Ïðîèçâîäíîé n-îãî ïîðÿäêà îò ôóíêöèè f(x) íà-
çûâàåòñÿ ïðîèçâîäíàÿ îò ïðîèçâîäíîé (n− 1)-îãî ïîðÿäêà è îáîçíà÷àåòñÿ

y(n) = f (n) = (f (n−1))′.

Ïðèìåð 1.6.2. Ïóñòü y = xn, òîãäà

y′ = nxn−1, y′′ = n(n− 1)xn−2, . . . , y(n) = n!.

Òåîðåìà 1.6.1. Ïóñòü u(x) è v(x) � n ðàç äèôôåðåíöèðóåìûå
ôóíêöèè, òîãäà
1. (u± v)(n) = u(n) ± v(n),

2. (u · v)(n) = u(n)v +
n

1
u(n−1)v′ +

n(n− 1)

1 · 2
u(n−2)v′′ + . . . + uv(n) (ôîðìóëà

Ëåéáíèöà).

42



Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì âòîðîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû ïî èíäóêöèè.
Ïóñòü y = u · v, òîãäà y′ = u′v + uv′, à y′′ = u′′v + u′v′ + u′v′ + uv′′ = u′′v +
2u′v′ + uv′′. Ïóñòü óòâåðæäåíèå òåîðåìû âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ïðîèçâîäíîé
(n− 1) ïîðÿäêà, äîêàæåì, ÷òî îíî âåðíî è äëÿ ïîðÿäêà n. Íàéäåì(

(uv)(n−1)
)′

=

(
u(n−1)v +

n− 1

1
u(n−2)v′ +

(n− 1)(n− 2)

1 · 2
u(n−3)v′′+

+ . . .+ uv(n−1)
)′

= u(n)v + u(n−1)v′ +
n− 1

1
u(n−1)v′ +

n− 1

1
u(n−2)v′′+

+
(n− 1)(n− 2)

1 · 2
u(n−2)v′′ + . . .+ uv(n) =

= u(n)v +
1 + n− 1

1
u(n−1)v′ +

(n− 1)(2 + n− 2)

1 · 2
u(n−2)v′′ + . . .+ uv(n) =

= u(n)v +
n

1
u(n−1)v′ +

n(n− 1)

1 · 2
u(n−2)v′′ + . . .+ uv(n).

Òàêèì îáðàçîì óòâåðæäåíèå òåîðåìû âåðíî.
Ïóñòü y = f(x) äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ, òîãäà dy = f ′(x) dx, ãäå

dx íå çàâèñèò îò x.

Îïðåäåëåíèå 1.6.3. Äèôôåðåíöèàë îò ïåðâîãî äèôôåðåíöèàëà ôóíê-
öèè f(x) íàçûâàþò âòîðûì äèôôåðåíöèàëîì ýòîé ôóíêöèè è îáîçíà÷àþò

d2y = d(dy).

Íàéäåì âûðàæåíèå äëÿ âòîðîãî äèôôåðåíöèàëà ôóíêöèè.

d2y = d(d(y)) = d(f ′(x) dx) = (f ′(x) dx)′ dx = f ′′(x) dx · dx =

= f ′′(x)(dx)2 = f ′′(x) dx2.

Àíàëîãè÷íî ìîæíî äàòü îïðåäåëåíèå n-îãî äèôôåðåíöèàëà ôóíêöèè.
Òîãäà

dny = d(dn−1y) = f (n)(x) dxn.

Ïðèìåð 1.6.3. Ïóñòü y = sin2 x. Íàéäåì âòîðîé äèôôåðåíöèàë d2y ýòîé
ôóíêöèè. Ïîñêîëüêó

y′ = 2 sinx · cosx = sin 2x, y′′ = 2 cos 2x,

òîãäà

d2y = 2 cos 2x dx2.

43



1.6.1. Íåèíâàðèàíòíîñòü ôîðìû âòîðîãî äèôôåðåíöèàëà

Äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè âòîðîãî è áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêîâ ñâîéñòâîì
èíâàðèàíòíîñòè íå îáëàäàåò. Ïîêàæåì ýòî. Ïóñòü äàíà ñëîæíàÿ ôóíêöèÿ
y = f(u), u = u(x), òî åñòü y = f(u(x)) = f(x). Âòîðîé äèôôåðåíöèàë
ôóíêöèè f(x) êàê ôóíêöèè íåçàâèñèìîãî ïåðåìåííîãî x åñòü

d2y = f ′′(x) dx.

Íàéäåì âòîðîé äèôôåðåíöèàë ýòîé æå ôóíêöèè êàê ôóíêöèè çàâèñèìîãî
ïåðåìåííîãî u. Ïîñêîëüêó dy = f ′u(u) du è du = u′x(x) dx � çàâèñèò îò x, òî

d2y = d(f ′u(u) du) = d(f ′u(u)) du+ f ′u(u)d(du) =

= f ′′uu du
2 + f ′u(u) d

2u,

ãäå d2u = u′′uu dx
2.

Òàêèì îáðàçîì, ìû âèäèì, ÷òî ôîðìà èëè âèä âòîðîãî äèôôåðåíöèàëà
ñëîæíîé ôóíêöèè íå îáëàäàåò ñâîéñòâîì èíâàðèàíòíîñòè.

1.6.2. Âûñøèå ïðîèçâîäíûå íåÿâíîé è ïàðàìåòðè÷åñêîé
ôóíêöèé

Ïðàâèëî. ×òîáû íàéòè âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ íåÿâíîé ôóíêöèè, íóæ-
íî âûðàæåíèå äëÿ ïåðâîé ïðîèçâîäíîé åùå ðàç ïðîäèôôåðåíöèðîâàòü ïî
x, ñ÷èòàÿ y è y′ ôóíêöèÿìè îò x è âûðàçèòü èç íåãî y′′.

Ïðèìåð 1.6.4. Íàéäåì âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè x2+y2 = 1. Âîçü-
ìåì ïåðâóþ ïðîèçâîäíóþ, ïîëó÷èì

2x+ 2yy′ = 0.

Òîãäà

2 + 2y′y′ + 2yy′′ = 0 èëè y′′ = −y
′2 + 1

y
.

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ, çàäàííóþ ïàðàìåòðè÷åñêè:{
x = φ(t)
y = ψ(t)

t ∈ T.

Ïîñêîëüêó y′x(t) =
ψ′(t)

φ′(t)
, òî ìû ìîæåì ðàññìîòðåòü íîâóþ ïàðàìåòðè÷å-

ñêóþ ôóíêöèþ {
x = φ(t)
y = y′x(t)

t ∈ T.
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Òîãäà ïî ïðàâèëó äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïàðàìåòðè÷åñêîé ôóíêöèè, ïîëó-
÷èì

y′′xx = (y′x)
′
x =

(y′x)
′
t

x′t
èëè y′′xx =

(
y′t
x′t

)′

t

x′t
=

(
ψ′
t

φ′
t

)′

t

x′t
.

Îòñþäà ïîëó÷àþòñÿ ôîðìóëû äëÿ íàõîæäåíèÿ âòîðîé ïðîèçâîäíîé ïàðà-
ìåòðè÷åñêîé ôóíêöèè:

y′′xx =
x′ty

′′
tt − y′tx

′′
tt

(x′t)
3

èëè

y′′xx =
φ′
tψ

′′
tt − ψ′

tφ
′′
tt

(φ′
t)

3
.

1.7. Ïðèëîæåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ

1.7.1. Òåîðåìû î ñðåäíåì

Òåîðåìà 1.7.1 (Ðîëëÿ). Åñëè ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà íà îòðåçêå
[a, b], äèôôåðåíöèðóåìà íà èíòåðâàëå (a, b) è f(a) = f(b), òî ñóùåñòâóåò
òî÷êà c ∈ (a, b) òàêàÿ, ÷òî f ′(c) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a, b],
òî ïî òåîðåìå 1.3.3 îíà äîñòèãàåò íà ýòîì îòðåçêå ñâîåãî íàèáîëüøåãî M
è íàèìåíüøåãî m çíà÷åíèé.

1. Åñëè M = m, òî f(x) = const = M , òîãäà f ′(x) = 0 äëÿ ëþáîãî
x ∈ (a, b). È ïîýòîìó òåîðåìà äîêàçàíà.

2. Ïóñòü M ̸= m. Ïîñêîëüêó f(a) = f(b), òî îäíî èç çíà÷åíèé M èëè
m äîñòèãàåòñÿ âíóòðè îòðåçêà [a, b], òî åñòü íà èíòåðâàëå. Áóäåì ñ÷èòàòü,
÷òî ýòî çíà÷åíèåM . Ïóñòü òî÷êà c ∈ (a, b) òàêàÿ, ÷òî f(c) =M . Ïîñêîëüêó
òåïåðü f(c) ýòî íàèáîëüøåå çíà÷åíèå, òî

f(c+∆x)− f(c) 6 0 äëÿ ëþáûõ ∆x > 0,∆x < 0.

Òîãäà
f(c+∆x)− f(c)

∆x
6 0 ïðè ∆x > 0,

f(c+∆x)− f(c)

∆x
> 0 ïðè ∆x < 0.

Òàê êàê ôóíêöèÿ f(x) äèôôåðåíöèðóåìà íà èíòåðâàëå (a, b), òî ñóùåñòâó-
þò

lim
∆x→+0

f(c+∆x)− f(c)

∆x
= f ′(c) 6 0 ïðè ∆x > 0 è
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�o

Y

Xba c

Ðèñ. 1.4.

lim
∆x→−0

f(c+∆x)− f(c)

∆x
= f ′(c) > 0 ïðè ∆x < 0.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî f ′(c) = 0.

Çàìå÷àíèå 1.7.1. Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ýòîé òåîðåìû çàêëþ÷àåò-
ñÿ â òîì, ÷òî ñóùåñòâóåò òî÷êà A(c, f(c)) íà ãðàôèêå ôóíêöèè, â êîòî-
ðîé êàñàòåëüíàÿ ïàðàëëåëüíà îñè OX. Ïðè÷åì f(a) = f(b) = B íå îáÿçà-
òåëüíî ðàâíîå 0 (ñì.ðèñ. 1.4).

Òåîðåìà 1.7.2 (Ëàãðàíæà). Åñëè ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà íà îòðåç-
êå [a, b] è äèôôåðåíöèðóåìà íà èíòåðâàëå (a, b), òî ñóùåñòâóåò òî÷êà
c ∈ (a, b) òàêàÿ, ÷òî

f(b)− f(a) = f ′(c)(b− a).

Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë òåîðåìû (ñì.ðèñ. 1.5).

�o
Y

Xa bc x

f(x)

f(c)

α

φ

Ðèñ. 1.5.
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Âåëè÷èíà Q =
f(b)− f(a)

b− a
= tgφ åñòü òàíãåíñ óãëà íàêëîíà õîðäû,

ñîåäèíÿþùåé òî÷êè (a, f(a)) è (b, f(b)) íà ãðàôèêå ôóíêöèè f(x). À f ′(c) =
tgα åñòü òàíãåíñ óãëà íàêëîíà êàñàòåëüíîé ê ãðàôèêó ôóíêöèè â òî÷êå
(c, f(c)). Ïîñêîëüêó ïî òåîðåìå Q = f ′(c), òî ýòî çíà÷èò, ÷òî íàéäåòñÿ òî÷êà
c òàêàÿ, ÷òî êàñàòåëüíàÿ â òî÷êå (c, f(c)) ïàðàëëåëüíà õîðäå, ïðîõîäÿùåé
÷åðåç òî÷êè (a, f(a)), (b, f(b)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââåäåì ôóíêöèþ F (x) = f(x)−f(a)−(x−a)Q, êîòîðàÿ
ðàâíà ðàçíîñòè çíà÷åíèé ôóíêöèè â òî÷êå x è ñîîòâåòñòâóþùåãî çíà÷åíèÿ
íà õîðäå. Î÷åâèäíî, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a, b] è äèô-
ôåðåíöèðóåìà íà èíòåðâàëå (a, b). Ïðè÷åì

F (a) = f(a)− f(a)− (a− a)Q = 0,

F (b) = f(b)− f(a)− (b− a)
f(b)− f(a)

b− a
= 0.

Ïîýòîìó ôóíêöèÿ F (x) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû Ðîëëÿ íà îò-
ðåçêå [a, b]. Ñëåäîâàòåëüíî ñóùåñòâóåò òî÷êà c ∈ (a, b) òàêàÿ, ÷òî F ′(c) = 0.
Ïîñêîëüêó F ′(x) = f ′(x)−Q, òî f ′(c)−Q = 0 èëè

f ′(c) =
f(b)− f(a)

b− a
.

È òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 1.7.3 (Êîøè). Åñëè ôóíêöèè f(x) è φ(x) íåïðåðûâíû íà îò-
ðåçêå [a, b] è äèôôåðåíöèðóåìû íà èíòåðâàëå (a, b), ïðè÷åì φ′(x) ̸= 0 ïðè
x ∈ (a, b), òî íàéäåòñÿ òî÷êà c ∈ (a, b) òàêàÿ, ÷òî

f(b)− f(a)

φ(b)− φ(a)
=

f ′(c)

φ′(c).

Áåç äîêàçàòåëüñòâà.

1.7.2. Ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ

Òåîðåìà 1.7.4 (Íåîïðåäåëåííîñòü 0
0 ). Ïóñòü ôóíêöèè f(x) è φ(x)

íåïðåðûâíû íà îòðåçêå [a, b] è äèôôåðåíöèðóåìû íà èíòåðâàëå (a, b) è
ïóñòü f(a) = φ(a) = 0 è φ′(x) ̸= 0 äëÿ ëþáîãî x ∈ (a, b), òîãäà åñëè
ñóùåñòâóåò ïðåäåë

lim
x→a

f ′(x)

φ′(x)
= A,

òî ñóùåñòâóåò è ïðåäåë

lim
x→a

f(x)

φ(x)
= lim
x→a

f ′(x)

φ′(x)
= A.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüìåì x ∈ (a, b). Ïðèìåíèì òåîðåìó Êîøè ê ôóíê-
öèÿì f(x) è φ(x) íà îòðåçêå [a, x]. Ïîëó÷èì, ÷òî ñóùåñòâóåò òî÷êà c ∈ (a, x)
òàêàÿ, ÷òî

f(x)− f(a)

φ(x)− φ(a)
=
f ′(c)

φ′(c)
.

Íî f(a) = φ(a) = 0, ïîýòîìó

f(x)

φ(x)
=
f ′(c)

φ′(c)
.

Ïîñêîëüêó ïðè x → a òî÷êà c → a è ñóùåñòâóåò lim
x→a

f ′(x)

φ′(x)
= A, òî ñóùå-

ñòâóåò è lim
c→a

f ′(c)

φ′(c)
= A. Òîãäà ïîëó÷èì

lim
x→a

f(x)

φ(x)
= lim
x→a

f ′(c)

φ′(c)
= lim
c→a

f ′(c)

φ′(c)
= lim
x→a

f ′(x)

φ′(x)
= A.

È òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå 1.7.2. Òî÷êà a ìîæåò áûòü ðàâíà è áåñêîíå÷íîñòè a =
∞.

Çàìå÷àíèå 1.7.3. Åñëè f ′(a) = φ′(a) = 0 è ïðîèçâîäíûå f ′(x) è φ′(x)
óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì òåîðåìû, íàëîæåííûì íà ôóíêöèè f(x) è φ(x),

òî ïðèìåíÿÿ ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ ê îòíîøåíèþ
f ′(x)

φ′(x)
, ïðèõîäèì ê ôîðìóëå

lim
x→a

f(x)

φ(x)
= lim
x→a

f ′(x)

φ′(x)
= lim
x→a

f ′′(x)

φ′′(x)
.

È ò.ä.

Ïðèìåð 1.7.1. Ðàññìîòðèì

lim
x→0

sin 7x

5x
= lim
x→0

(sin 7x)′

(5x)′
= lim
x→0

7 cos 7x

5
=

7

5
.

Òåîðåìà 1.7.5 (Íåîïðåäåëåííîñòü ∞
∞ ). Ïóñòü ôóíêöèè f(x) è φ(x)

íåïðåðûâíû è äèôôåðåíöèðóåìû ïðè âñåõ x ̸= a â îêðåñòíîñòè òî÷êè a,
ïðè÷åì φ′(x) ̸= 0 è ïóñòü lim

x→a
f(x) = ∞, lim

x→a
φ(x) = ∞ è ñóùåñòâóåò

lim
x→a

f ′(x)

φ′(x)
= A,
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òîãäà ñóùåñòâóåò

lim
x→a

f(x)

φ(x)
= A.

Áåç äîêàçàòåëüñòâà.
Ïðèìåð 1.7.2. Âû÷èñëèì

lim
x→+∞

ex

x
= lim
x→+∞

(ex)′

(x)′
= lim
x→+∞

ex

1
= ∞.

Ïðèìåð 1.7.3. Íàéäåì

lim
x→∞

2x2 + 2

x2 + 1
= lim
x→∞

4x

2x
=

4

2
= 2.

Ê ïðåäûäóùèì ñëó÷àÿì ñâîäÿòñÿ íåîïðåäåëåííîñòè âèäà:

1). 0 · ∞, 2). 00, 3). ∞0, 4). 1∞, 5). ∞−∞.

1. Ðàññìîòðèì íåîïðåäåëåííîñòü âèäà 0 · ∞, òîãäà

lim
x→a

f(x) = 0, lim
x→a

φ(x) = ∞.

Ïî ïðàâèëó Ëîïèòàëÿ ïîëó÷èì

lim
x→a

f(x) · φ(x) = lim
x→a

f(x)
1

φ(x)

=

(
0

0

)
= lim
x→a

(f(x))′(
1

φ(x)

)′ .

2. Ðàññìîòðèì íåîïðåäåëåííîñòü âèäà 00, òîãäà

lim
x→a

f(x) = 0, lim
x→a

φ(x) = 0.

Ïðîëîãàðèôìèðóåì ôóíêöèþ y = (f(x))φ(x), èìåþùóþ íåîïðåäåëåííîñòü
óêàçàííîãî âèäà 00, ïîëó÷èì ôóíêöèþ ln y = φ(x) · ln f(x), èìåþùóþ
íåîïðåäåëåííîñòü âèäà 0 · (−∞). Òîãäà

lim
x→a

ln y = lim
x→a

ln f(x)
1

φ(x)

=
(∞
∞

)
= lim
x→a

(ln f(x))′(
1

φ(x)

)′ = A.

Îòñþäà

lim
x→a

y = lim
x→a

(f(x))φ(x) = eA.

3. Ðàññìîòðèì íåîïðåäåëåííîñòü âèäà ∞0, òîãäà

lim
x→a

f(x) = +∞, lim
x→a

φ(x) = 0.
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Ïðîëîãàðèôìèðóåì ôóíêöèþ y = (f(x))φ(x), èìåþùóþ íåîïðåäåëåííîñòü
óêàçàííîãî âèäà ∞0, ïîëó÷èì ôóíêöèþ ln y = φ(x) · ln f(x), èìåþùóþ
íåîïðåäåëåííîñòü âèäà 0 · ∞. Òîãäà

lim
x→a

ln y = lim
x→a

ln f(x)
1

φ(x)

=
(∞
∞

)
= lim
x→a

(ln f(x))′(
1

φ(x)

)′ = A.

Îòñþäà

lim
x→a

y = lim
x→a

(f(x))φ(x) = eA.

4. Ðàññìîòðèì íåîïðåäåëåííîñòü âèäà 1∞, òîãäà

lim
x→a

f(x) = 1, lim
x→a

φ(x) = ∞.

Ïðîëîãàðèôìèðóåì ôóíêöèþ y = (f(x))φ(x), èìåþùóþ íåîïðåäåëåííîñòü
óêàçàííîãî âèäà 1∞, ïîëó÷èì ôóíêöèþ ln y = φ(x) · ln f(x), èìåþùóþ
íåîïðåäåëåííîñòü âèäà ∞ · 0. Òîãäà

lim
x→a

ln y = lim
x→a

ln f(x)
1

φ(x)

=

(
0

0

)
= lim
x→a

(ln f(x))′(
1

φ(x)

)′ = A.

Îòñþäà

lim
x→a

y = lim
x→a

(f(x))φ(x) = eA.

5. Ðàññìîòðèì íåîïðåäåëåííîñòü âèäà ∞−∞, òîãäà

lim
x→a

f(x) = ∞, lim
x→a

φ(x) = ∞.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî lim
x→a

f(x)

φ(x)
= 1. Èñïîëüçóÿ ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ, ïîëó÷èì

lim
x→a

(f(x)− φ(x)) = lim
x→a

f(x)

(
1− f(x)

φ(x)

)
= (∞ · 0) =

= lim
x→a

1− f(x)

φ(x)
1

f(x)

=

(
0

0

)
= lim
x→a

(
1− f(x)

φ(x)

)′

(
1

f(x)

)′ = A.
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Ïðèìåð 1.7.4. Âû÷èñëèì lim
x→0

(sinx)x. Ïðîëîãàðèôìèðóåì ýòó ôóíêöèþ

ïîëó÷èì ln y = x ln sinx. Òîãäà

lim
x→0

ln y = lim
x→0

x ln sinx = (0 · ∞) = lim
x→0

ln sinx
1

x

=
(∞
∞

)
=

= lim
x→0

(ln sinx)′(
1

x

)′ = lim
x→0

x2 cosx

(−1) sinx
= lim
x→0

(
−x · x
sinx

)
= lim
x→0

(−x) = 0.

Îòñþäà

lim
x→0

(sinx)x = e0 = 1.

1.8. Ôîðìóëà Òåéëîðà

Ôîðìóëà Òåéëîðà ïîçâîëÿåò ðåøàòü ïðîáëåìó ïðèáëèæåííîãî âû÷èñ-
ëåíèÿ çíà÷åíèÿ ôóíêöèè, ïóòåì çàìåíû ñàìîé ôóíêöèè áîëåå ïðîñòîé
ôóíêöèåé, â íåêîòîðîì ñìûñëå áëèçêîé ê äàííîé ôóíêöèè. Â ñëó÷àå ôîð-
ìóëû Òåéëîðà ýòîé âñïîìîãàòåëüíîé ôóíêöèåé ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåí.

Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) � (n + 1) ðàç äèôôåðåíöèðóåìà. Íàéäåì ìíî-
ãî÷ëåí Pn(x) ñòåïåíè íå âûøå n, çíà÷åíèå êîòîðîãî â íåêîòîðîé òî÷êå a
ðàâíû çíà÷åíèþ ôóíêöèè f(x), è âñå ïðîèçâîäíûå äî ïîðÿäêà n ôóíêöèè
f(x) è ìíîãî÷ëåíà Pn(x) â òî÷êå a òàêæå ñîâïàäàþò:

Pn(a) = f(a), P ′
n(a) = f ′(a), . . . , P (n)

n (a) = f (n)(a). (1.2)

Áóäåì èñêàòü ìíîãî÷ëåí Pn(x) â âèäå

Pn(x) = c0 + c1(x− a) + c2(x− a)2 + . . .+ cn(x− a)n (1.3)

ïî ñòåïåíÿì (x− a).
Îïðåäåëèì êîýôôèöèåíòû â (1.3) òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü óñëîâèÿ

(1.2). Íàéäåì ïðîèçâîäíûå ìíîãî÷ëåíà Pn(x):

Pn(x) = c0 + c1(x− a) + c2(x− a)2 + . . .+ cn(x− a)n,

P ′
n(x) = c1 + 2 · 1 · c2(x− a) + . . .+ n · cn(x− a)n−1,

P ′′
n (x) = 2 · 1c2 + 3 · 2 · 1c3(x− a) + . . .+ n(n− 1)cn(x− a)n−2, (1.4)

. . .

P (n)
n (x) = n · (n− 1) · . . . · 2 · 1cn.
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Èñïîëüçóÿ óñëîâèÿ (1.2) è ïîäñòàâëÿÿ â (1.4) x = a, ïîëó÷èì

Pn(a) = f(a) = c0,

P ′
n(a) = f ′(a) = c1,

P ′′
n (a) = f ′′(a) = 2 · 1c2,

. . .

P (n)
n (x) = f (n)(a) = n · (n− 1) · . . . · 2 · 1cn.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

c0 = f(a), c1 =
f ′(a)

1!
, c2 =

f ′′(a)

2!
, . . . , cn =

f (n)(a)

n!
. (1.5)

Ïîäñòàâëÿÿ (1.5) â (1.3), ïîëó÷èì âûðàæåíèå äëÿ ìíîãî÷ëåíà Pn(x):

Îïðåäåëåíèå 1.8.1. Ìíîãî÷ëåí

Pn(x, a) = f(a) +
f ′(a)

1!
(x− a) +

f ′′(a)

2!
(x− a)2 + . . .+

f (n)(a)

n!
(x− a)n

íàçûâàåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì Òåéëîðà ôóíêöèè f(x) â òî÷êå a.

Îáîçíà÷èì Rn(x, a) = f(x)− Pn(x, a), òîãäà

f(x) = Pn(x, a) +Rn(x, a). (1.6)

Îïðåäåëåíèå 1.8.2. Rn(x, a) � íàçûâàåòñÿ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì
ìåæäó ôóíêöèåé f(x) è åå ìíîãî÷ëåíîì Òåéëîðà Pn(x, a).

Åñëè Rn(x, a) � äîñòàòî÷íî ìàë, òî ìíîãî÷ëåí Pn(x, a) ïðèáëèæàåò
ôóíêöèþ f(x) (äîñòàòî÷íî áëèçîê ê íåé).

Îöåíèì îñòàòîê Rn(x, a).

Òåîðåìà 1.8.1 (Ôîðìóëà Òåéëîðà). Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) � (n + 1)
ðàç äèôôåðåíöèðóåìà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè U(a) òî÷êè a è ïóñòü
x ∈ U(a), òîãäà íàéäåòñÿ òî÷êà c ∈ (a, x) òàêàÿ, ÷òî

f(x) = f(a) +
f ′(a)

1!
(x− a) + . . .+

f (n)(a)

n!
(x− a)n +Rn(x, a), ãäå

Rn(x, a) =
f (n+1)(c)

(n+ 1)!
(x− a)n+1. (1.7)

(Îñòàòî÷íûé ÷ëåí â ôîðìå Ëàãðàíæà.)
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Äîêàçàòåëüñòâî. ×òîáû äîêàçàòü ôîðìóëó Òåéëîðà, íàäî íàéòè òàêóþ
òî÷êó c ∈ (x, a), ÷òîáû âûïîëíÿëîñü óñëîâèå (1.7). Çàôèêñèðóåì òî÷êó
x ∈ U(a). Çàïèøåì îñòàòî÷íûé ÷ëåí â âèäå

Rn(x, a) =
(x− a)n+1

(n+ 1)!
Q(x)

è íàéäåì ôóíêöèþ Q(x).
Ââåäåì âñïîìîãàòåëüíóþ ôóíêöèþ

F (t) = f(x)− Pn(x, t)−Rn(x, t),

ãäå x � ôèêñèðîâàííîå, à t ∈ (a, x) èëè

F (t) = f(x)− f(t)− f ′(t)

1!
(x− t)− f ′′(t)

2!
(x− t)2−

− f (n)(t)

n!
(x− t)n − Q(x)

(n+ 1)!
(x− t)n+1. (1.8)

Ôóíêöèÿ F (t) � äèôôåðåíöèðóåìà ïî t íà èíòåðâàëå t ∈ (a, x), òàê êàê
f(t) � äèôôåðåíöèðóåìà (n + 1) ðàç è òîãäà êàæäûé ÷ëåí â (1.8) èìååò
õîòÿ áû îäíó ïðîèçâîäíóþ. Íàéäåì

F ′(t) = −f
′(t)

1!
+
f ′(t)

1!
− f ′′(t)(x− t)

1!
+

2f ′′(t)(x− t)

2!
−

− f ′′′(t)(x− t)2

2!
+ . . .− f (n)(t)(x− t)n−1

(n− 1)!
+
nf (n)(t)(x− t)n−1

n!
−

− f (n+1)(t)(x− t)n

n!
+

(n+ 1)Q(x)(x− t)n

(n+ 1)!
=

= −f
(n+1)(t)(x− t)n

n!
+
Q(x)(x− t)n

n!
.

Âèäíî, ÷òî âñå ñëàãàåìûå êðîìå äâóõ ïîñëåäíèõ ñîêðàùàþòñÿ.
Ïîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ F (t) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû Ðîëëÿ

íà îòðåçêå [a, x]. Äåéñòâèòåëüíî,

F (x) = f(x)− Pn(x, x)−
(x− x)n+1Q(x)

(n+ 1)!
= f(x)− f(x)− 0 = 0

â ñèëó (1.2),

F (a) = f(x)− Pn(x, a)−Rn(x, a) = 0

â âèäó (1.6).
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Òîãäà ïî òåîðåìå Ðîëëÿ, ñóùåñòâóåò òî÷êà c ∈ (a, x) òàêàÿ, ÷òî F ′(c) =
0, òî åñòü

F ′(c) = − (x− c)n

n!
f (n+1)(c) +

(x− c)n

n!
Q(x) = 0,

ïîýòîìó

Q(x) = f (n+1)(c).

Èñïîëüçóÿ ýòî, ìû ïîëó÷èì îñòàòî÷íûé ÷ëåí â ôîðìå Ëàãðàíæà:

Rn(x, a) =
f (n+1)(c)

(n+ 1)!
(x− a)n+1.

È òåîðåìà äîêàçàíà.
Çàïèøåì îñòàòî÷íûé ÷ëåí â ôîðìå Ëàãðàíæà â äðóãîì âèäå. Ïóñòü

òî÷êà c = a+ θ(x− a), ãäå 0 < θ < 1, òîãäà ïîëó÷èì

Rn(x, a) =
f (n+1)(a+ θ(x− a))

(n+ 1)!
(x− a)n+1.

Îñòàòî÷íûé ÷ëåí òàêæå ìîæíî ïîëó÷èòü è â ôîðìå Êîøè:

Rn(x, a) =
f (n+1)(a+ θ(x− a))(1− θ)

n!
(x− a)n+1.

Îïðåäåëåíèå 1.8.3. Ôîðìóëîé Òåéëîðà ôóíêöèè f(x) â òî÷êå a
íàçûâàåòñÿ ôîðìóëà

f(x) = f(a) +
f ′(a)

1!
(x− a) + . . .+

f (n)(a)

n!
(x− a)n+

+
f (n+1)(a+ θ(x− a))

(n+ 1)!
(x− a)n+1.

Ïðè n = 1 ïîëó÷àåì ôîðìóëó Ëàãðàíæà.

Îïðåäåëåíèå 1.8.4. Åñëè â ôîðìóëå Òåéëîðà a = 0, òî ïîëó÷àåì ôîð-
ìóëó Ìàêëîðåíà äëÿ ôóíêöèè f(x):

f(x) = f(0) +
f ′(0)

1!
x+ . . .+

f (n)(0)

n!
xn +

f (n+1)(θx)

(n+ 1)!
xn+1.

1.8.1. Ðàçëîæåíèå ôóíêöèé ïî ôîðìóëå Ìàêëîðåíà

1. Íàéäåì ðàçëîæåíèå ïî ôîðìóëå Ìàêëîðåíà äëÿ ôóíêöèè

f(x) = ex.

Ïîñêîëüêó a = 0 è f(x) = f ′(x) = f ′′(x) = . . . = f (n)(x) = ex, òî

f(0) = f ′(0) = f ′′(0) = . . . = f (n)(0) = e0 = 1.
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Ïîýòîìó ôîðìóëà Ìàêëîðåíà äëÿ ôóíêöèè ex èìååò âèä:

ex = 1 +
x

1!
+
x2

2!
+ . . .+

xn

n!
+

eθx

(n+ 1)!
xn+1, ãäå 0 < θ < 1. (1.9)

Ïðè x = 1 ïî ýòîé ôîðìóëå ìîæíî ïðèáëèæåííî âû÷èñëÿòü çíà÷åíèå ÷èñëà
e.

Ïîêàæåì, ÷òî â ôîðìóëå (1.9) îñòàòîê Rn(x) → 0 ïðè n → ∞ äëÿ ëþ-

áîãî ÷èñëà x ∈ R. Çàôèêñèðóåì íåêîòîðîå x. Â îñòàòêå Rn(x) =
xn+1

(n+ 1)!
eθx

ïðè ôèêñèðîâàííîì x ñîìíîæèòåëü eθx = const. Ïîýòîìó îñòàëîñü ïîêà-

çàòü, ÷òî
xn+1

(n+ 1)!
→ 0 ïðè n→ ∞.

Ïóñòü |x| < N , ãäå N íåêîòîðîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Îáîçíà÷èì
|x|
N

= q,

òîãäà 0 < q < 1. Îöåíèì∣∣∣∣ xn+1

(n+ 1)!

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣x1 · x
2
· . . . · x

N − 1
· x
N

· x

N + 1
· . . . · x

n
· x

n+ 1

∣∣∣∣ 6
6
∣∣∣∣ xN−1

(N − 1)!
· x
N

· . . . · x
N

∣∣∣∣ = |x|N−1

(N − 1)!
· qn−N+2 = cNq

n−N+2.

Ïîýòîìó

lim
n→∞

|Rn(x)| = lim
n→∞

∣∣∣∣ xn+1

(n+ 1)!
eθx
∣∣∣∣ 6 eθN · cN lim

n→∞
qn−N+2 = 0,

òàê êàê 0 < q < 1.
Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèþ f(x) = ex ìîæíî ïðèáëèæàòü ìíîãî÷ëåíîì

Pn(x) ñ ëþáîé ñòåïåíüþ òî÷íîñòè äëÿ ëþáîãî x ∈ R.
2. Ïóñòü f(x) = sinx è a = 0. Òîãäà

f(x) = sinx

f ′(x) = cosx = sin
(
x+

π

2

)
f ′′(x) = − sinx = sin

(
x+

2π

2

)
. . .

f (n)(x) = sin
(
x+

nπ

2

)
,
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ñëåäîâàòåëüíî

f(0) = 0, f ′(0) = 1, f ′′(0) = 0, . . . f (n)(0) = sin
nπ

2
.

Èñïîëüçóÿ ýòî, ìîæíî íàïèñàòü ðàçëîæåíèå Ìàêëîðåíà äëÿ ôóíêöèè
f(x) = sinx:

sinx = x− x3

3!
+
x5

5!
− x7

7!
+ . . .+

xn

n!
sin

nπ

2
+

xn+1

(n+ 1)!
sin

(
c+

(n+ 1)π

2

)
.

Òàê êàê

∣∣∣∣sin(c+ (n+ 1)π

2

)∣∣∣∣ 6 1, òî, àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, ëåãêî

ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ôóíêöèè f(x) = sinx âûïîëíÿåòñÿ lim
n→∞

Rn(x) = 0 äëÿ

ëþáîãî x ∈ R.
Ïðèìåð 1.8.1. Íàéäåì ïðèáëèæåííî çíà÷åíèå sin 180 ñ òî÷íîñòüþ ε =

0, 001. Âîçüìåì n = 3, òîãäà

sin 180 = sin
π

10
≈ π

10
− π3

1000 · 3!
= 0, 314− 0, 005198 ≈ 0, 3036.

Îöåíèì îøèáêó∣∣∣R3

( π
10

)∣∣∣ 6 ∣∣∣∣( π10)4 1

4!
sin(c+ 2π)

∣∣∣∣ 6 ( π10)4 1

4!
≈ 0, 000405 < 0, 001.

3. Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ïóíêòó íàïèøåì ôîðìóëó Ìàêëîðåíà äëÿ
ôóíêöèè f(x) = cosx, ïîëó÷èì

cosx = 1− x2

2!
+
x4

4!
− . . .+

xn

n!
cos

nπ

2
+

xn+1

(n+ 1)!
cos

(
c+

(n+ 1)π

2

)
.

È òàêæå ìû ïîëó÷àåì, ÷òî lim
n→∞

Rn(x) = 0 äëÿ ëþáîãî x ∈ R.
4. Íàïèøåì ôîðìóëó Ìàêëîðåíà äëÿ ôóíêöèè f(x) = ln(1 + x) ïðè

−1 < x 6 1:

ln(1 + x) = x− x2

2
+
x3

3
− x4

4
+ . . .+ (−1)n−1x

n

n
+ (−1)n

xn+1

(n+ 1)(1 + θx)n+1
.

Äëÿ −1 < x 6 1 ëåãêî ïîëó÷èòü, ÷òî îñòàòîê |Rn(x)| <
1

n+ 1
è ïîýòîìó îí

ñòðåìèòüñÿ ê 0 ïðè n→ ∞.
5. Íàïèøåì ôîðìóëó Ìàêëîðåíà äëÿ ôóíêöèè f(x) = (1 + x)α, ãäå α

� äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî:

(1 + x)α = 1 +
α

1!
x+

α(α− 1)

2!
x2 + . . .+

α(α− 1) . . . (α− n+ 1)

n!
xn+
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+
α(α− 1) . . . (α− n)

(n+ 1)!
(1 + θx)α−(n+1)xn+1.

Ïðè α = n ïîëó÷èì ôîðìóëó áèíîìà Íüþòîíà:

(1 + x)n = 1 +
n

1!
x+

n(n− 1)

2!
x2 + . . .+ xn.

Î÷åâèäíî, ÷òî â ýòîé ôîðìóëå ïðè xk ñòîèò áèíîìèàëüíûé êîýôôèöèåíò

Ckn =
n!

k!(n− k)!
.

Ìîæíî íàïèñàòü è áîëåå îáùèé âèä ïðåäûäóùåé ôîðìóëû:

(a+ x)n = an
(
1 +

x

a

)n
=

= an
(
1 +

n

1!

(x
a

)
+
n(n− 1)

2!

(x
a

)2
+ . . .+

(x
a

)n)
=

= an +
n

1!
an−1x+

n(n− 1)

2!
an−2x2 + . . .+ xn.

1.9. Âîçðàñòàíèå è óáûâàíèå ôóíêöèé. Ýêñòðåìóìû ôóíêöèé

Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå âîçðàñòàþùåé è óáûâàþùåé ôóíêöèè íà îò-
ðåçêå:

ôóíêöèÿ f(x) âîçðàñòàåò (óáûâàåò) íà îòðåçêå [a, b], åñëè äëÿ ëþáûõ
x1, x2 ∈ [a, b] òàêèõ, ÷òî x1 < x2 âûïîëíÿåòñÿ f(x1) < f(x2) (f(x1) >
f(x2)).

Òåîðåìà 1.9.1. 1. (Íåîáõîäèìîñòü) Åñëè ôóíêöèÿ f(x) äèôôåðåíöè-
ðóåìà íà îòðåçêå [a, b] è âîçðàñòàåò íà íåì, òî f ′(x) > 0 äëÿ ëþáîãî
x ∈ [a, b].

2. (Äîñòàòî÷íîñòü) Åñëè ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a, b]
è äèôôåðåíöèðóåìà íà èíòåðâàëå (a, b) è f ′(x) > 0 ïðè x ∈ (a, b), òî
ôóíêöèÿ f(x) âîçðàñòàåò íà îòðåçêå [a, b].

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ïóñòü f(x) âîçðàñòàåò íà îòðåçêå [a, b], äîêàæåì,
÷òî f ′(x) > 0 íà íåì.

Ðàññìîòðèì âûðàæåíèå

f(x+∆x)− f(x)

∆x
.

Òàê êàê ôóíêöèÿ f(x) âîçðàñòàåò, òî

f(x+∆x) > f(x) ïðè ∆x > 0,

f(x+∆x) < f(x) ïðè ∆x < 0
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è, ñëåäîâàòåëüíî,
f(x+∆x)− f(x)

∆x
> 0.

Òîãäà ïî òåîðåìå 1.4

f ′(x) = lim
∆x→0

f(x+∆x)− f(x)

∆x
> 0.

2. Ïóñòü f ′(x) > 0 äëÿ ëþáîãî x ∈ (a, b), äîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ f(x)
âîçðàñòàåò.

Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûå x1, x2 ∈ [a, b] òàêèå, ÷òî x1 < x2. Ê ôóíêöèè
f(x) ïðèìåíèì òåîðåìó Ëàãðàíæà íà îòðåçêå [x1, x2]. Ïîëó÷èì, ÷òî ñóùå-
ñòâóåò òî÷êà c ∈ (x1, x2) òàêàÿ, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ

f(x2)− f(x1) = f ′(c)(x2 − x1).

Òàê êàê ïî óñëîâèþ f ′(c) > 0 è x2 − x1 > 0, òî

f(x2) > f(x1)

è ïîýòîìó ôóíêöèÿ f(x) âîçðàñòàåò íà îòðåçêå [a, b].
Ñôîðìóëèðóåì àíàëîãè÷íóþ òåîðåìó äëÿ óáûâàþùåé ôóíêöèè

Òåîðåìà 1.9.2. 1. (Íåîáõîäèìîñòü) Åñëè ôóíêöèÿ f(x) äèôôåðåíöè-
ðóåìà íà îòðåçêå [a, b] è óáûâàåò íà íåì, òî f ′(x) 6 0 äëÿ ëþáîãî x ∈ [a, b].

2.(Äîñòàòî÷íîñòü) Åñëè ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a, b]
è äèôôåðåíöèðóåìà íà èíòåðâàëå (a, b) è f ′(x) < 0 ïðè x ∈ (a, b), òî
ôóíêöèÿ f(x) óáûâàåò íà îòðåçêå [a, b].

1.9.1. Ìàêñèìóì è ìèíèìóì ôóíêöèé

Îïðåäåëåíèå 1.9.1. Ôóíêöèÿ f(x) â òî÷êå x = x1 èìååò ìàê-
ñèìóì (max), ò.å. f(x1) = fmax, åñëè äëÿ ëþáûõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ
∆x > 0, ∆x < 0 âûïîëíÿåòñÿ

f(x1 +∆x) 6 f(x1).

Ôóíêöèÿ f(x) â òî÷êå x = x2 èìååò ìèíèìóì (min), ò.å. f(x2) =
fmin, åñëè äëÿ ëþáûõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ∆x > 0, ∆x < 0 âûïîëíÿåòñÿ

f(x2 +∆x) > f(x2).

Çàìå÷àíèå 1.9.1. Ìàêñèìóìû è ìèíèìóìû íå îáÿçàòåëüíî íàèáîëü-
øåå è íàèìåíüøåå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè íà îòðåçêå. Ìàêñèìóìû è ìèíèìó-
ìû îïðåäåëÿþòñÿ â äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè.

Îïðåäåëåíèå 1.9.2. Ìàêñèìóìû è ìèíèìóìû ôóíêöèè íàçûâàþòñÿ
ýêñòðåìóìàìè èëè ýêñòðåìàëüíûìè çíà÷åíèÿìè ôóíêöèè.
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Òåîðåìà 1.9.3 (Íåîáõîäèìîå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ ýêñòðåìóìà). Åñ-
ëè äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ f(x) èìååò â òî÷êå x = x1 � ìàêñèìóì
èëè ìèíèìóì, òî ïðîèçâîäíàÿ â ýòîé òî÷êå îáðàùàåòñÿ â íîëü, ò.å.
f ′(x1) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü â òî÷êå x = x1 ó ôóíêöèè f(x) áóäåò ìàêñèìóì,
òîãäà äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ∆x, èìååì

f(x1 +∆x) 6 f(x1) èëè f(x1 +∆x)− f(x1) 6 0.

Ïîýòîìó ïðè ∆x < 0 áóäåò

f(x1 +∆x)− f(x1)

∆x
> 0

ïðè ∆x > 0
f(x1 +∆x)− f(x1)

∆x
6 0.

Îòñþäà ïî òåîðåìå 1.4, ïîëó÷èì

f ′−(x1) = lim
∆x→−0

∆f

∆x
> 0

è

f ′+(x1) = lim
∆x→+0

∆f

∆x
6 0

Ïîýòîìó f ′(x1) = 0.
Àíàëîãè÷íî òåîðåìà äîêàçûâàåòñÿ è äëÿ ìèíèìóìà ôóíêöèè.

Çàìå÷àíèå 1.9.2. Îáðàòíîå íåâåðíî. Åñëè f ′(x1) = 0, òî îòñþäà íå
ñëåäóåò, ÷òî x1 � ýêñòðåìàëüíàÿ òî÷êà.

Ïðèìåð 1.9.1. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ y = x3. Â òî÷êå x = 0 ïðîèçâîäíàÿ
ýòîé ôóíêöèè y′ = 3x2 = 0, íî ýòà òî÷êà íå ÿâëÿåòñÿ ýêñòðåìàëüíîé äëÿ
ýòîé ôóíêöèè.

Çàìå÷àíèå 1.9.3. Ýêñòðåìóì ôóíêöèè ìîæåò ñóùåñòâîâàòü è â
òåõ òî÷êàõ, â êîòîðûõ ïðîèçâîäíàÿ ýòîé ôóíêöèè íå ñóùåñòâóåò.

Ïðèìåð 1.9.2. Ïðèìåðîì òàêîé ôóíêöèè ìîæåò ñëóæèòü ôóíêöèÿ y =
|x|, êîòîðàÿ èìååò ìèíèìóì â òî÷êå x = 0, íî íå äèôôåðåíöèðóåìà â ýòîé
òî÷êå.

Îïðåäåëåíèå 1.9.3. Òî÷êè, â êîòîðûõ ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè îáðàùà-
åòñÿ â íîëü èëè íå ñóùåñòâóåò, íàçûâàþòñÿ êðèòè÷åñêèìè òî÷êàìè
ôóíêöèè.
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Òåîðåìà 1.9.4 (Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ ýêñòðåìóìà).
Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà íà èíòåðâàëå (a, b) è x1 ∈ (a, b) � êðè-
òè÷åñêàÿ òî÷êà è ïóñòü f(x) äèôôåðåíöèðóåìà âî âñåõ òî÷êàõ ýòîãî èí-
òåðâàëà çà èñêëþ÷åíèåì áûòü ìîæåò òî÷êè x1. Åñëè ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç
òî÷êó x1 ñëåâà íàïðàâî ïðîèçâîäíàÿ ìåíÿåò çíàê ñ + íà −, òî x = x1 �
òî÷êà ìàêñèìóìà (max), åñëè ìåíÿåò çíàê ñ − íà +, òî òî÷êà x = x1 �
òî÷êà ìèíèìóìà (min).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f ′(x) ìåíÿåò çíàê ñ ïëþñà íà ìèíóñ ïðè ïåðåõî-
äå ÷åðåç òî÷êó x1. Ïîêàæåì, ÷òî â ýòîé òî÷êå ó ôóíêöèè áóäåò ìàêñèìóì.
Èìååì

f ′(x) > 0 ïðè x < x1,

f ′(x) < 0 ïðè x > x1.

Ïðèìåíèì òåîðåìó Ëàãðàíæà íà îòðåçêå [x, x1]. Ïîëó÷èì

f(x)− f(x1) = f ′(c)(x− x1),

ãäå c ∈ (x, x1).
Ïóñòü x < x1, òîãäà

f ′(c) > 0, x− x1 < 0 ⇒ f(x)− f(x1) < 0

è çíà÷èò f(x1) > f(x).
Ïóñòü

f ′(c) < 0, x− x1 > 0 ⇒ f(x)− f(x1) < 0

è çíà÷èò f(x1) > f(x).
Îòñþäà ïî îïðåäåëåíèþ x1 � òî÷êà ìàêñèìóìà.
Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ è äëÿ òî÷êè ìèíèìóìà.

1.9.2. Ñõåìà èññëåäîâàíèÿ ôóíêöèè íà ýêñòðåìóì,
âîçðàñòàíèå è óáûâàíèå.

1. Íàõîäèì f ′(x).
2. Íàõîäèì êðèòè÷åñêèå òî÷êè: f ′(x) = 0 èëè f ′(x) íå ñóùåñòâóåò.
3. Îïðåäåëÿåì èíòåðâàëà çíàêîïîñòîÿíñòâà f ′(x) è ýêñòðåìàëüíûå òî÷-

êè.
4. Âû÷èñëÿåì çíà÷åíèÿ f(x) â ýêñòðåìàëüíûõ òî÷êàõ.
Ïðèìåð 1.9.3. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ y = x3 − 12x.
1. Íàéäåì y′ = 3x2 − 12.
2. Íàéäåì êðèòè÷åñêèå òî÷êè:

3x2 − 12 = 0, x2 = 4, x1 = 2, x2 = −2.

3. Çàïîëíèì òàáëèöó:
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x (−∞;−2) −2 (−2; 2) 2 (2;+∞)
y′ + 0 − 0 +
y ↗ max ↘ min ↗

4. Íàéäåì ýêñòðåìàëüíûå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè

ymax = y(−2) = −8 + 24 = 16,

ymin = y(2) = 8− 24 = −16.

1.9.3. Èññëåäîâàíèå ôóíêöèè íà ýêñòðåìóì ñ ïîìîùüþ
âòîðîé ïðîèçâîäíîé

Ñôîðìóëèðóåì òåîðåìó, êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò èññëåäîâàòü ôóíêöèþ íà
ýêñòðåìóì ñ ïîìîùüþ âòîðîé ïðîèçâîäíîé.

Òåîðåìà 1.9.5. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåí-
öèðóåìà â îêðåñòíîñòè òî÷êè x1. Åñëè

f ′(x1) = 0, òî ïðè x = x1

ôóíêöèÿ èìååò max, åñëè f ′′(x1) < 0 è

ôóíêöèÿ èìååò min, åñëè f ′′(x1) > 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ïåðâóþ ÷àñòü òåîðåìû.
Ïóñòü f ′(x1) = 0 è f ′′(x1) < 0. Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ f ′′(x) íåïðåðûâíà

â îêðåñòíîñòè òî÷êè x1, òî íàéäåòñÿ äîñòàòî÷íî ìàëûé èíòåðâàë (a, b) ∋
x1, ñîäåðæàùèé òî÷êó x1, â êîòîðîì f ′′(x) < 0. Íî òîãäà ôóíêöèÿ f ′(x)
óáûâàåò íà èíòåðâàëå (a, b). Ïîñêîëüêó f ′(x1) = 0, òî ïðè x < x1 f ′(x) >
0, à ïðè x > x1f

′(x) < 0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïåðâàÿ ïðîèçâîäíàÿ ìåíÿåò
çíàê ñ ïëþñà íà ìèíóñ ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç òî÷êó x1. Ïîýòîìó ó ôóíêöèè
f(x) â òî÷êå x1 ìàêñèìóì.

Àíàëîãè÷íî òåîðåìà äîêàçûâàåòñÿ è äëÿ òî÷êè ìèíèìóìà.

1.9.4. Íàõîæäåíèå íàèáîëüøåãî è íàèìåíüøåãî çíà÷åíèé
ôóíêöèè íà îòðåçêå

Íåïðåðûâíàÿ íà îòðåçêå ôóíêöèÿ äîñòèãàåò ñâîåãî íàèáîëüøåãî è íàè-
ìåíüøåãî çíà÷åíèé, ïîýòîìó ðàññìîòðèì ñõåìó íàõîæäåíèÿ ýòèõ çíà÷åíèé.

Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a, b].
1. Íàõîäèì âñå êðèòè÷åñêèå òî÷êè xi ∈ [a, b], i = 1, . . . n, ïðèíàäëåæà-

ùèå îòðåçêó [a, b].
2. Íàõîäèì çíà÷åíèå ôóíêöèè f(xi) â ýòèõ òî÷êàõ.
3. Íàõîäèì f(a) è f(b).
4. Íàõîäèì íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå ñðåäè âñåõ íàéäåííûõ çíà÷åíèé.
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Ïðèìåð 1.9.4. Íàéòè íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè y =
−x4 + 8x2 − 1 íà îòðåçêå [−1, 3].

1. Íàéäåì êðèòè÷åñêèå òî÷êè:

y′ = −4x3 + 16x = 0 èëè x(x2 − 4) = 0,

òîãäà

x1 = 0, x2 = −2, x3 = 2.

Èç ýòèõ êðèòè÷åñêèõ òî÷åê îòðåçêó [−1, 3] ïðèíàäëåæàò òî÷êè x1 =
0 è x3 = 2.

2. f(x1) = f(0) = −1, f(x3) = f(2) = 15.
3. f(a) = f(−1) = 6, f(b) = f(3) = −10.
4. fíàèá = f(2) = 15, fíàèì = f(3) = −10.

1.10. Âûïóêëîñòü, âîãíóòîñòü êðèâîé, òî÷êè ïåðåãèáà

Ðàññìîòðèì êðèâóþ y = f(x), ÿâëÿþùóþñÿ ãðàôèêîì äèôôåðåíöèðó-
åìîé ôóíêöèè f(x).

Îïðåäåëåíèå 1.10.1. Ãîâîðÿò, ÷òî êðèâàÿ îáðàùåíà âûïóêëîñòüþ
ââåðõ, íà èíòåðâàëå (a, b), åñëè âñå òî÷êè êðèâîé ëåæàò íèæå ëþáîé åå
êàñàòåëüíîé íà ýòîì èíòåðâàëå.

Ãîâîðÿò, ÷òî êðèâàÿ îáðàùåíà âûïóêëîñòüþ âíèç, íà èíòåðâàëå
(a, b), åñëè âñå òî÷êè êðèâîé ëåæàò âûøå ëþáîé åå êàñàòåëüíîé íà ýòîì
èíòåðâàëå.

Êðèâóþ, îáðàùåííóþ âûïóêëîñòüþ ââåðõ áóäåì íàçûâàòü âûïóêëîé,
à îáðàùåííóþ âûïóêëîñòüþ âíèç � âîãíóòîé.

Òåîðåìà 1.10.1 (Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå). Åñëè íà èíòåðâàëå (a, b) âòî-
ðàÿ ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè f(x) îòðèöàòåëüíà, ò.å. f ′′(x) < 0 ∀x ∈ (a, b),
òî êðèâàÿ y = f(x) âûïóêëà íà ýòîì èíòåðâàëå, ò.å. îáðàùåíà âûïóêëî-
ñòüþ ââåðõ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü òî÷êà x0 ∈ (a, b). Ïðîâåäåì êàñàòåëüíóþ ê êðè-
âîé y = f(x) â òî÷êå x0. Íàäî ïîêàçàòü, ÷òî âñå òî÷êè êðèâîé ëåæàò íèæå
ýòîé êàñàòåëüíîé, ò.å. ÷òî îðäèíàòà ëþáîé òî÷êè êðèâîé y = f(x) ìåíüøå
îðäèíàòà ȳ êàñàòåëüíîé ïðè îäíîì è òîì æå çíà÷åíèå x (ñì.ðèñ. 1.6).

Íàïèøåì óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé ê êðèâîé y = f(x) â òî÷êå x0:

ȳ − f(x0) = f ′(x0)(x− x0) èëè

ȳ = f(x0) + f ′(x0)(x− x0).

62



�o
Y

Xa bx0 x

y

ȳ

Ðèñ. 1.6.

Âû÷òåì èç óðàâíåíèÿ êðèâîé ïî÷ëåííî óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé, ïîëó-
÷èì

y − ȳ = f(x)− f(x0)− f ′(x0)(x− x0).

Ïðèìåíèì òåîðåìó Ëàãðàíæà ê ôóíêöèè f(x) íà îòðåçêå [x, x0], ïîëó÷èì

y − ȳ = f ′(c)(x− x0)− f ′(x0)(x− x0),

ãäå c ∈ (x, x0) èëè

y − ȳ = (f ′(c)− f ′(x0))(x− x0).

Ê ïåðâîé ïðîèçâîäíîé f ′(x) îïÿòü ïðèìåíèì òåîðåìó Ëàãðàíæà íà
îòðåçêå [x0, c], ïîëó÷èì

y − ȳ = f ′′(c1)(c− x0)(x− x0), (1.10)

ãäå c1 ∈ (x0, c) ⊂ (x0, x).
Ïóñòü x > x0, òîãäà x0 < c1 < c < x, ïîýòîìó c − x0 > 0 è x − x0 > 0.

Ïîñêîëüêó ïî óñëîâèþ òåîðåìû f ′′(c1) < 0, òî â (1.10) ïîëó÷èì y − ȳ < 0
èëè y < ȳ.

Ïóñòü òåïåðü x < x0, òîãäà x < c < c1 < x0, ïîýòîìó òåïåðü c−x0 < 0 è
x− x0 < 0. Ïîñêîëüêó, ïî-ïðåæíåìó, f ′′(c1) < 0, òî â (1.10) îïÿòü ïîëó÷èì
y − ȳ < 0 èëè y < ȳ.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè, ÷òî îðäèíàòà ëþáîé òî÷êè êðèâîé y =
f(x) ìåíüøå îðäèíàòû ȳ êàñàòåëüíîé ïðè îäíîì è òîì æå x. À çíà÷èò
êàñàòåëüíàÿ ëåæèò âûøå êðèâîé è îíà âûïóêëà ââåðõ.
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Òåîðåìà 1.10.2. Åñëè íà èíòåðâàëå (a, b) âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ ôóíê-
öèè f(x) ïîëîæèòåëüíà, ò.å. f ′′(x) > 0, òî êðèâàÿ y = f(x) âîãíóòà íà
ýòîì èíòåðâàëå.

1.10.1. Òî÷êè ïåðåãèáà

Îïðåäåëåíèå 1.10.2. Òî÷êà M(c, f(c)) íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ïåðåãè-
áà êðèâîé y = f(x), åñëè ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü òî÷êè c, â êîòîðîé
òî÷êà M îòäåëÿåò âûïóêëóþ ÷àñòü êðèâîé îò âîãíóòîé.

Çàìå÷àíèå 1.10.1. Çàìåòèì, ÷òî â òî÷êå ïåðåãèáà êàñàòåëüíàÿ ïå-
ðåñåêàåò êðèâóþ.

Òåîðåìà 1.10.3 (Íåîáõîäèìîå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ òî÷êè ïåðåãè-
áà). Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà â îêðåñò-
íîñòè òî÷êè c è ãðàôèê ôóíêöèè f(x) èìååò ïåðåãèá â òî÷êå M(c, f(c)),
òîãäà f ′′(c) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f ′′(c) ̸= 0 è ïóñòü äëÿ îïðåäåëåí-
íîñòè f ′′(c) < 0. Òîãäà, â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè y = f ′′(x), íàéäåòñÿ
äîñòàòî÷íî ìàëàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè c, â êîòîðîé f ′′(x) < 0. Ïîýòîìó ïî
òåîðåìå 10.1, êðèâàÿ y = f(x) áóäåò âûïóêëà íà ýòîì èíòåðâàëå, ÷òî ïðî-
òèâîðå÷èò óñëîâèþ òåîðåìû. Àíàëîãè÷íî òåîðåìà äîêàçûâàåòñÿ â ñëó÷àå,
åñëè f ′′(c) > 0.

Òåîðåìà 1.10.4 (Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ òî÷êè ïåðåãèáà).
Ïóñòü êðèâàÿ îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì y = f(x). Åñëè f ′′(c) = 0 èëè
íå ñóùåñòâóåò è ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç çíà÷åíèå x = c âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ
f ′′(x) ìåíÿåò çíàê, òî òî÷êà M(c, f(c)) � òî÷êà ïåðåãèáà.

Äîêàçàòåëüñòâî î÷åâèäíî.

1.11. Àñèìïòîòû êðèâîé. Ïîëíîå èññëåäîâàíèå ôóíêöèè

Îïðåäåëåíèå 1.11.1. Ïðÿìàÿ l = {(x, y) : y = kx + b} íàçûâàåòñÿ
àñèìïòîòîé êðèâîé y = f(x), åñëè ðàññòîÿíèå δ îò ïåðåìåííîé òî÷êè
M êðèâîé äî ýòîé ïðÿìîé l, ïðè óäàëåíèè òî÷êè M ïî êðèâîé â áåñêîíå÷-
íîñòü, ñòðåìèòüñÿ ê íóëþ.

1.11.1. Âåðòèêàëüíûå àñèìïòîòû

Ïðåäëîæåíèå 1.11.1. Ïóñòü x = a âåðòèêàëüíàÿ àñèìïòîòà êðè-
âîé y = f(x). Òîãäà ëèáî lim

x→a−0
f(x) = ∞, ëèáî lim

x→a+0
f(x) = ∞, ëèáî

lim
x→a

f(x) = ∞, è îáðàòíî, åñëè âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç íàïèñàííûõ ðàâåíñòâ,
òî x = a âåðòèêàëüíàÿ àñèìïòîòà.
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Ïðèìåð 1.11.1. Íàéòè âåðòèêàëüíûå àñèìïòîòû ôóíêöèè y =
3

x− 1
.

Íàéäåì

lim
x→1+0

3

x− 1
= +∞, lim

x→1−0

3

x− 1
= −∞.

Ïîýòîìó x = 1 � âåðòèêàëüíàÿ àñèìïòîòà.

1.11.2. Íàêëîííûå àñèìïòîòû

Áóäåì ñ÷èòàòü â äàëüíåéøåì, ÷òî x→ +∞, àíàëîãè÷íûå óòâåðæäåíèÿ
ñïðàâåäëèâû è äëÿ x→ −∞.

Ëåììà 1.11.1. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðÿìàÿ y = kx + b áûëà íàêëîííîé
àñèìïòîòîé ê ãðàôèêó ôóíêöèè y = f(x), íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî ÷òî-
áû

f(x) = kx+ b+ α(x), ãäå α(x) → 0 ïðè x→ +∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ȳ = kx + b íàêëîííàÿ àñèìïòîòà ê ãðàôèêó
ôóíêöèè y = f(x) (ñì.ðèñ. 1.7).
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Ðèñ. 1.7.

Ïóñòü M(x, y) � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà êðèâîé, δ = |MP | � ðàññòîÿíèå
äî àñèìïòîòû. Òîãäà ïî óñëîâèþ òåîðåìû

lim
x→+∞

|MP | = 0,
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íî |MN | = |MP |
cosφ

, ãäå | cosφ| > c > 0 è ïîýòîìó

lim
x→+∞

|MN | = lim
x→+∞

|MP |
cosφ

= 0.

Íî ïîñêîëüêó |MN | = y − ȳ = f(x)− kx− b, òî

lim
x→+∞

(f(x)− kx− b) = 0.

Òîãäà ïî òåîðåìå 1.2.1

f(x)− kx− b = α(x), ãäå α(x) → 0 ïðè x→ +∞.

Íàîáîðîò, ïóñòü f(x) = kx+ b+α(x), ãäå α(x) → 0 ïðè x→ +∞. Òîãäà

lim
x→+∞

|MN | = lim
x→+∞

(y − ȳ) = lim
x→+∞

(f(x)− kx− b) = lim
x→+∞

α(x) = 0.

Íî ïîñêîëüêó |MN | = |MP |
cosφ

, ïîýòîìó

lim
x→+∞

|MP | = lim
x→+∞

|MN | cosφ = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðÿìàÿ ȳ = kx+b � àñèìïòîòà ê ãðàôèêó êðèâîé y = f(x).

Òåîðåìà 1.11.1. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ãðàôèê ôóíêöèè y = f(x) ïðè x→
+∞ èìåë íàêëîííóþ àñèìïòîòó y = kx + b, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî,
÷òîáû ñóùåñòâîâàëè ïðåäåëû

lim
x→+∞

f(x)

x
= k è lim

x→+∞
(f(x)− kx) = b.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü ãðàôèê ôóíêöèè y = f(x) èìå-
åò ïðè x → +∞ íàêëîííóþ àñèìïòîòó y = kx + b. Òîãäà ïî ëåììå 10.1
äëÿ ôóíêöèè f(x) ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå f(x) = kx + b + α(x), ãäå
α(x) → 0 ïðè x→ +∞. Èñïîëüçóÿ ýòî ïðåäñòàâëåíèå, ëåãêî ïîëó÷èòü, ÷òî

lim
x→+∞

f(x)

x
= lim
x→+∞

kx+ b+ α(x)

x
= lim
x→+∞

(
k +

b

x
+
α(x)

x

)
= k,

lim
x→+∞

(f(x)− kx) = lim
x→+∞

(b+ α(x)) = b.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü ñóùåñòâóþò ïðåäåëû

lim
x→+∞

f(x)

x
= k è lim

x→+∞
(f(x)− kx) = b.

Èç âòîðîãî ïðåäåëà ïî òåîðåìå 1.2.1 ñëåäóåò, ÷òî

f(x)− kx = b+ α(x), ãäå α(x) → 0 ïðè x→ +∞.
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Ïîýòîìó f(x) = kx+ b+ α(x) è ïî ëåììå 10.1 îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïðÿìàÿ
y = kx+ b � íàêëîííàÿ àñèìïòîòà ê ãðàôèêó ôóíêöèè y = f(x).

1.11.3. Ïîëíîå èññëåäîâàíèå ôóíêöèè

Ñõåìà èññëåäîâàíèÿ ôóíêöèè.

1. Íàéòè îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè.
2. Íàéòè îáëàñòü èçìåíåíèÿ ôóíêöèè (ïî âîçìîæíîñòè).
3. Íàéòè íóëè ôóíêöèè.
4. Îïðåäåëèòü ÷åòíîñòü, íå÷åòíîñòü ôóíêöèè.
5. Îïðåäåëèòü ïåðèîäè÷íîñòü ôóíêöèè.
6. Èññëåäîâàòü íà íåïðåðûâíîñòü è òî÷êè ðàçðûâà.
7. Èññëåäîâàòü íà âîçðàñòàíèå, óáûâàíèå è òî÷êè ýêñòðåìóìà.
8. Èññëåäîâàòü íà âûïóêëîñòü, âîãíóòîñòü è òî÷êè ïåðåãèáà.
9. Íàéòè âåðòèêàëüíûå è íàêëîííûå àñèìïòîòû.
10. Íàðèñîâàòü ãðàôèê ôóíêöèè.

Ïðèìåð 1.11.2. Ïðîâåñòè ïîëíîå èññëåäîâàíèå è íàðèñîâàòü ãðàôèê
ôóíêöèè

y =
4 + x

x2
.

1. Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ: D = x ∈ (−∞, 0) ∪ (0,+∞).
2. Îáëàñòü èçìåíåíèÿ: E = y ∈ (− 1

16 ,+∞).
3. y = 0 ïðè x = −4.
4. Ôóíêöèÿ íè ÷åòíàÿ, íè íå÷åòíàÿ, òàê êàê

y(−x) = 4− x

x2
.

5. Ôóíêöèÿ íå ïåðèîäè÷åñêàÿ.
6. Ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà ïðè x ∈ (−∞, 0) ∪ (0,+∞) êàê ÷àñòíîå äâóõ

ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé. Ðàññìîòðèì òî÷êó x = 0.

lim
x→−0

4 + x

x2
= +∞, lim

x→+0

4 + x

x2
= +∞,

ïîýòîìó x = 0 � òî÷êà ðàçðûâà II ðîäà.
7. Íàéäåì ïåðâóþ ïðîèçâîäíóþ äàííîé ôóíêöèè

y′ =
x2 − (4 + x)2x

x4
=
x− 8− 2x

x3
=

−x− 8

x3
.

Íàéäåì êðèòè÷åñêèå òî÷êè

y′ = 0 ⇒ x = −8,
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y′ − íå ñóùåñòâóåò ⇒ x = 0.

Çàïîëíèì òàáëèöó

x (−∞;−8) −8 (−8; 0) 0 (0;+∞)
y′ − 0 + @ −
y ↘ min ↗ @ ↘

Íàéäåì ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ôóíêöèè

ymin = y(−8) = − 1

16
.

8. Íàéäåì âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ äàííîé ôóíêöèè

y′′ =
−x3 + (x+ 8)3x2

x6
=

−x+ 3x+ 24

x4
=

2x+ 24

x4
.

Íàéäåì êðèòè÷åñêèå òî÷êè

y′′ = 0 ⇒ x = −12,

y′′ − íå ñóùåñòâóåò ⇒ x = 0.

Çàïîëíèì òàáëèöó

x (−∞;−12) −12 (−12; 0) 0 (0;+∞)
y′′ − 0 + @ +
y ⌢ ò.ï. ⌣ @ ⌣

Íàéäåì çíà÷åíèå ôóíêöèè â òî÷êå ïåðåãèáà

y(−12) = − 1

18
.

9. Ïîñêîëüêó x = 0 � òî÷êà ðàçðûâà âòîðîãî ðîäà ñ áåñêîíå÷íûìè
ïðåäåëàìè, òî ïðÿìàÿ x = 0 � âåðòèêàëüíàÿ àñèìïòîòà.

Íàéäåì íàêëîííûå àñèìïòîòû ýòîé êðèâîé

k = lim
x→±∞

4 + x

x3
= 0,

b = lim
x→±∞

4 + x

x2
= 0.

Ïîýòîìó y = 0� ãîðèçîíòàëüíàÿ àñèìïòîòà äàííîé êðèâîé.

10. Íàðèñóåì ãðàôèê êðèâîé y =
4 + x

x2

Ïðèìåð 1.11.3. Èññëåäîâàòü ôóíêöèþ y = e
1

x2−1 è ïîñòðîèòü åå ãðà-
ôèê.
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Ðèñ. 1.8.

1. Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ D = (−∞,−1) ∪ (−1, 1) ∪ (1,+∞).
2. Îáëàñòü èçìåíåíèÿ E = (0,+∞).
3. Ôóíêöèÿ â íîëü íå îáðàùàåòñÿ.
4. Ôóíêöèÿ ÷åòíàÿ, òàê êàê

y(−x) = e
1

(−x)2−1 = e
1

x2−1 = y(x).

5. Ôóíêöèÿ íå ïåðèîäè÷åñêàÿ.
6. Ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà ïðè x ∈ (−∞,−1)∪ (−1, 1)∪ (1,+∞) êàê ñëîæ-

íàÿ ôóíêöèÿ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé.
Ðàññìîòðèì òî÷êó x = −1

lim
x→−1−0

e
1

x2−1 = +∞, lim
x→−1+0

e
1

x2−1 = 0.

Ïîýòîìó x = −1 � òî÷êà ðàçðûâà II ðîäà.
Òåïåðü ðàññìîòðèì òî÷êó x = 1

lim
x→1−0

e
1

x2−1 = 0, lim
x→1+0

e
1

x2−1 = ∞.

Ïîýòîìó x = 1 � òî÷êà ðàçðûâà II ðîäà.
7. Íàéäåì ïåðâóþ ïðîèçâîäíóþ ýòîé ôóíêöèè

y′ = e
1

x2−1
−2x

(x2 − 1)2
.

Íàéäåì êðèòè÷åñêèé òî÷êè, ãäå ïðîèçâîäíàÿ ðàâíà íóëþ èëè íå ñóùå-
ñòâóåò:

x1 = 0, x2 = −1, x3 = 1.
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Çàïîëíèì òàáëèöó

x (−∞;−1) −1 (−1; 0) 0 (0; 1) 1 (1;∞)
y′ + @ + 0 − @ −
y ↗ @ ↗ max ↘ @ ↘

Íàéäåì ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ôóíêöèè

ymax = y(0) = e−1.

8. Íàéäåì âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ äàííîé ôóíêöèè

y′′ = e
1

x2−1

(
−2x

(x2 − 1)2

)2

+ e
1

x2−1
−2(x2 − 1)2 + 4x(x2 − 1)2x

(x2 − 1)4
=

= e
1

x2−1

(
4x2 − 2x4 + 4x2 − 2 + 8x4 − 8x2

(x2 − 1)4

)
= e

1
x2−1

6x4 − 2

(x2 − 1)4
.

Íàéäåì êðèòè÷åñêèå òî÷êè âòîðîé ïðîèçâîäíîé

x1 = − 4
√
1/3, x2 = 4

√
1/3, x3 = −1, x4 = 1.

Çàïîëíèì òàáëèöó

x (−∞;−1) −1 (−1;− 4
√
1/3) − 4

√
1/3

y′′ + @ + 0
y ⌣ @ ⌣ ò.ï.

x (− 4
√
1/3; 4

√
1/3) 4

√
1/3 ( 4

√
1/3; 1) 1 (1;+∞)

y′′ − 0 + @ +
y ⌢ ò.ï. ⌣ @ ⌣

Íàéäåì çíà÷åíèå ôóíêöèè â òî÷êàõ ïåðåãèáà

y(− 4
√

1/3) = y( 4
√
1/3) = e−3.

9. Ïîñêîëüêó x = −1 è x = 1 � òî÷êè ðàçðûâà âòîðîãî ðîäà ñ áåñêî-
íå÷íûì ðàçðûâîì, òî ïðÿìûå x = ±1 � âåðòèêàëüíûå àñèìïòîòû äàííîé
êðèâîé.

Íàéäåì íàêëîííûå àñèìïòîòû ýòîé êðèâîé

k = lim
x→±∞

e
1

x2−1

x
= 0, b = lim

x→±∞
e

1
x2−1 = 1.

Ïîýòîìó ïðÿìàÿ y = 1 � ãîðèçîíòàëüíàÿ àñèìïòîòà ôóíêöèè.
10. Ïîñòðîèì ãðàôèê ýòîé ôóíêöèè

70



	Y

X−1 0 1

1

Ðèñ. 1.9.
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Ãëàâà 2

Íåîïðåäåëåííûé èíòåãðàë

2.1. Ïîíÿòèå íåîïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà è åãî ñâîéñòâà

2.1.1. Ïåðâîîáðàçíàÿ, åå ñâîéñòâà

Îïðåäåëåíèå 2.1.1. Ôóíêöèÿ F (x) íàçûâàåòñÿ ïåðâîîáðàçíîé îò
ôóíêöèè f(x) íà èíòåðâàëå (a, b) (îòðåçêå [a, b]), åñëè äëÿ ëþáîãî x ∈ (a, b)
(x ∈ [a, b]) âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî F ′(x) = f(x).

Ïóñòü F (x) � ïåðâîîáðàçíàÿ ôóíêöèè f(x), òîãäà (F (x)+C)′ = F ′(x)+
0 = f(x).

Òåîðåìà 2.1.1. Ëþáûå äâå ïåðâîîáðàçíûå F1(x) è F2(x) ôóíêöèè f(x)
îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà íà êîíñòàíòó, ò.å.

F1(x) = F2(x) + C.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ëþáîãî x ∈ [a, b] èìååì

F ′
1(x) = f(x) è F ′

2(x) = f(x).

Îáîçíà÷èì ôóíêöèþ φ(x) = F1(x) − F2(x). Òîãäà φ
′(x) = F ′

1(x) − F ′
2(x) =

f(x) − f(x) ≡ 0. Ïîñêîëüêó íà îòðåçêå [a, b] ôóíêöèÿ φ(x) óäîâëåòâîðÿåò
òåîðåìå Ëàãðàíæà, ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî x ∈ (a, b) âûïîëíÿåòñÿ

φ(x)− φ(a) = φ′(c)(x− a),

ãäå a < c < x. Òàê êàê φ′(c) = 0, òî φ(x) ≡ φ(a) = C = const, ïîýòîìó
F1 − F2 = C èëè F1 = F2 + C.

2.1.2. Íåîïðåäåëåííûé èíòåãðàë

Îïðåäåëåíèå 2.1.2. Åñëè ôóíêöèÿ F (x) ÿâëÿåòñÿ ïåðâîîáðàçíîé äëÿ
ôóíêöèè f(x), òî âûðàæåíèå F (x)+C, ãäå C � ïðîèçâîëüíàÿ êîíñòàíòà,
íàçûâàåòñÿ íåîïðåäåëåííûì èíòåãðàëîì îò ôóíêöèè f(x) è îáîçíà÷àåòñÿ∫
f(x)dx, ò.å. ∫

f(x)dx = F (x) + C.
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Çäåñü ñèìâîë
∫
� çíàê èíòåãðàëà; f(x) � ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ;

f(x)dx � ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå.
Íåîïðåäåëåííûé èíòåãðàë ñóùåñòâóåò íå äëÿ âñåõ ôóíêöèé, íî åñòü

êëàññ ôóíêöèé, êîòîðûé ìîæíî èíòåãðèðîâàòü âñåãäà � ýòî íåïðåðûâíûå
ôóíêöèè.

Òåîðåìà 2.1.2. Åñëè ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a, b], òî
äëÿ íåå ñóùåñòâóåò íà ýòîì îòðåçêå ïåðâîîáðàçíàÿ, à çíà÷èò íåîïðåäå-
ëåííûé èíòåãðàë.

Ðàññìîòðèì ýëåìåíòàðíûå ñâîéñòâà íåîïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà.

Òåîðåìà 2.1.3. (Ýëåìåíòàðíûå ñâîéñòâà íåîïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà)

1.
(∫
f(x)dx

)′
= f(x).

2. d
(∫
f(x)dx

)
= f(x)dx.

3.
∫
dF (x) = F (x) + C.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñàìîñòîÿòåëüíî.
Ïîñêîëüêó äëÿ ñëîæíîé ôóíêöèè f(x) = f(u(x)) = f(u) âûïîëíÿ-

åòñÿ ñâîéñòâî èíâàðèàíòíîñòè ôîðìû ïåðâîãî äèôôåðåíöèàëà f ′(u)du =
f ′(x)dx, òî òàáëèöó íåîïðåäåëåííûõ èíòåãðàëîâ ìû çàïèøåì â áîëåå îáùåì
âèäå, êîãäà àðãóìåíòîì ôóíêöèè f áóäåò ÿâëÿòüñÿ ôóíêöèÿ u(x), êîòîðàÿ,
â ÷àñòíîñòè, ìîæåò áûòü ðàâíà u = x.

Òàáëèöà íåîïðåäåëåííûõ èíòåãðàëîâ

73



1.
∫
du = u+ C, 10.

∫
eudu = eu + C,

2.
∫
uαdu =

uα+1

α+ 1
+ C, 11.

∫
audu =

au

ln a
+ C,

3.
∫ du
u

= ln |u|+ C, 12.
∫ du

1 + u2
= arctg u+ C,

4.
∫
sinudu = − cosu+ C, 13.

∫ du

a2 + u2
=

1

a
arctg

u

a
+ C,

5.
∫
cosudu = sinu+ C, 14.

∫ du

a2 − u2
=

1

2a
ln

∣∣∣∣a+ u

a− u

∣∣∣∣+ C,

6.
∫ du

cos2 u
= tg u+ C 15.

∫ du

u2 − a2
=

1

2a
ln

∣∣∣∣u− a

u+ a

∣∣∣∣+ C,

7.
∫ du

sin2 u
= − ctg u+ C, 16.

∫ du√
1− u2

= arcsinu+ C,

8.
∫
tg udu = − ln | cosu|+ C, 17.

∫ du√
a2 − u2

= arcsin
u

a
+ C,

9.
∫
ctg udu = ln | sinu|+ C, 18.

∫ du√
u2 ± a

= ln |u+
√
u2 ± a|+

C.

2.1.3. Ñâîéñòâà íåîïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà

Òåîðåìà 2.1.4. Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:
1.
∫
(f1(x)± f2(x))dx =

∫
f1(x)dx±

∫
f2(x)dx.

2.
∫
af(x)dx = a

∫
f(x)dx, ãäå a = const.

3. Åñëè
∫
f(x)dx = F (x) + C, òî∫

f(ax+ b)dx =
1

a
F (ax+ b) + C,

ãäå a, b = const.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ïåðâîå è òðåòüå óòâåðæäåíèÿ. Âòîðîå äîêà-
çûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî. Ïî ïåðâîìó ýëåìåíòàðíîìó ñâîéñòâó èìååì(∫

(f1 ± f2)dx

)′

= f1 ± f2,

(∫
f1dx±

∫
f2dx

)′

=

(∫
f1dx

)′

±
(∫

f2dx

)′

= f1 ± f2.

Ïîñêîëüêó ðàâíû ïðàâûå ÷àñòè ýòèõ âûðàæåíèé, òî ðàâíû è ëåâûå. Çíà÷èò,
ïåðâîå óòâåðæäåíèå âåðíî.
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Äîêàæåì òðåòüå óòâåðæäåíèå∫
f(ax+ b)dx =

∫
f(ax+ b)

1

a
d(ax+ b) =

=
1

a

∫
f(ax+ b)d(ax+ b) =

1

a
F (ax+ b) + C.

È òåîðåìà äîêàçàíà.
Ðàññìîòðèì âû÷èñëåíèå íåêîòîðûõ èíòåãðàëîâ.
Ïðèìåð 2.1.1.∫ (

1√
x
+

4
√
x3
)
dx =

∫
x−

1
2 dx+

∫
x

3
4 dx =

=
x

1
2

1
2

+
x

7
4

7
4

+ C = 2
√
x+

4

7

4
√
x7 + C.

Ïðèìåð 2.1.2.∫
cos 5xdx =

1

5

∫
cos 5xd(5x) =

1

5
sin 5x+ C.

Ïðèìåð 2.1.3.∫
dx

x+ 1
=

∫
d(x+ 1)

x+ 1
= ln |x+ 1|+ C.

2.1.4. Ìåòîä íåïîñðåäñòâåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ

Ðàññìîòðèì ìåòîä íåïîñðåäñòâåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ èëè ìåòîä âíå-
ñåíèÿ ôóíêöèè ïîä çíàê äèôôåðåíöèàëà. Áóäåì èñïîëüçîâàòü îïðåäåëåíèå
äèôôåðåíöèàëà ôóíêöèè u′(x)dx = du. Òîãäà∫

f(u(x))u′(x)dx =

∫
f(u)du.

Ïîêàæåì èñïîëüçîâàíèå ýòîãî ïðèåìà íà ïðèìåðàõ.
Ïðèìåð 2.1.4.∫

ctg xdx =

∫
cosxdx

sinx
=

∫
d(sinx)

sinx
= ln | sinx|+ C.

Ïðèìåð 2.1.5.∫
ex sin exdx =

∫
sin exd(ex) = − cos ex + C.

Ïðèìåð 2.1.6.∫
ex

2

xdx =
1

2

∫
ex

2

2xdx =
1

2

∫
ex

2

d(x2) =
1

2
ex

2

+ C.
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2.1.5. Çàìåíà ïåðåìåííîé â íåîïðåäåëåííîì èíòåãðàëå

1. Ðàññìîòðèì ïåðâûé òèï çàìåíû â íåîïðåäåëåííîì èíòåãðàëå. Ïóñòü
äàí èíòåãðàë

∫
f(x)dx è ìû õîòèì ñäåëàòü â ýòîì èíòåãðàëå çàìåíó

x = φ(t), ãäå ôóíêöèÿ φ(t) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà è èìååò
îáðàòíóþ ôóíêöèþ

t = t(x). Òîãäà∫
f(x)dx =

∣∣∣∣ x = φ(t)
dx = φ′(t)dt

∣∣∣∣ = ∫ f(φ(t))φ′(t)dt.

Äîêàæåì, ÷òî ýòî ðàâåíñòâî âåðíî. Äåéñòâèòåëüíî,(∫
f(x)dx

)′

x

= f(x),

àíàëîãè÷íî (∫
f(φ(t))φ′(t)dt

)′

x

=

(∫
f(φ(t))φ′(t)dt

)′

t

t′x =

= f(φ(t))φ′(t)
1

φ′(t)
= f(φ(t)) = f(x).

Ïîñêîëüêó ïðàâûå ÷àñòè ðàâíû, òî ðàâíû è ëåâûå.
Ïðèìåð 2.1.7.∫

dx

1 +
√
x
=

∣∣∣∣ x = t2, t =
√
x

dx = 2tdt

∣∣∣∣ = ∫ 2tdt

1 + t
=

= 2

∫
(t+ 1− 1)dt

t+ 1
= 2

∫
dt− 2

∫
d(t+ 1)

t+ 1
=

= 2t− 2 ln |t+ 1|+ C = 2
√
x− 2 ln |

√
x+ 1|+ C.

Ïðèìåð 2.1.8.∫ √
x+ 1dx =

∣∣∣∣ x+ 1 = t2, t =
√
x+ 1

x = t2 − 1, dx = 2tdt

∣∣∣∣ = ∫ t 2t dt =

= 2

∫
t2dt =

2

3
t3 + C =

2

3

√
(x+ 1)3 + C.

2. Âòîðîé òèï çàìåíû â íåîïðåäåëåííîì èíòåãðàëå � ýòî, ïî ñóòè, ìå-
òîä íåïîñðåäñòâåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ, ðàññìîòðåííûé âûøå. À èìåííî:∫

f(u(x))u′(x)dx =

∣∣∣∣ u = u(x)
du = u′(x)dx

∣∣∣∣ = ∫ f(u)du.
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Ïðèìåð 2.1.9.∫
ctg xdx =

∫
cosx

sinx
dx =

∣∣∣∣ u = sinx
du = cosxdx

∣∣∣∣ =
=

∫
du

u
= ln |u|+ C = ln | sinx|+ C.

Ïðèìåð 2.1.10. ∫
ln2 x

dx

x
=

∣∣∣∣∣u = lnx

du =
dx

x

∣∣∣∣∣ =
∫
u2du =

=
u3

3
+ C =

ln3 x

3
+ C.

Ïðèìåð 2.1.11.∫
xdx

1 + x4
=

∣∣∣∣∣u = x2, du = 2xdx

x4 = u2, xdx =
du

2

∣∣∣∣∣ = 1

2

∫
du

1 + u2
=

=
1

2
arctg u+ C =

1

2
arctg x2 + C.

2.1.6. Èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì

Ïóñòü u(x) è v(x) � íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè. Òîãäà
äèôôåðåíöèàë ïðîèçâåäåíèÿ ýòèõ ôóíêöèé ðàâåí

d(uv) = udv + vdu.

Ïðîèíòåãðèðîâàâ ýòî ðàâåíñòâî, ïîëó÷èì∫
d(uv) =

∫
udv +

∫
vdu èëè∫

udv = u · v −
∫
vdu.

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî åñòü ôîðìóëà èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì. Îíà ïðè-
ìåíÿåòñÿ, åñëè èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè ÿâëÿåòñÿ ëèáî òàáëè÷íûì, ëèáî
âû÷èñëÿåòñÿ ïðîùå èíòåãðàëà â ëåâîé ÷àñòè.

Ðàññìîòðèì îñíîâíûå òèïû íåîïðåäåëåííûõ èíòåãðàëîâ, êîòîðûå âû-
÷èñëÿþòñÿ ïî ÷àñòÿì. Îòìåòèì, ÷òî åñòü åùå è äðóãèå èíòåãðàëû, êîòîðûå
áåðóòñÿ ïî ÷àñòÿì.

Îáîçíà÷èì

Pn(x) = a0x
n + a1x

n−1 + . . .+ an−1x+ an

ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n.
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(I) ∫
Pn(x)e

axdx =

∣∣∣∣∣ u = Pn(x) du = P ′
n(x)dx

dv = eaxdx v =
1

a
eax

∣∣∣∣∣ =
=

1

a
Pn(x)e

ax − 1

a

∫
P ′
n(x)e

axdx = . . . .

Äàëåå èíòåãðèðóåì ïî ÷àñòÿì åùå n− 1 ðàç.
(II) ∫

Pn(x) cos axdx =

∣∣∣∣∣ u = Pn(x) du = P ′
n(x)dx

dv = cos axdx v =
1

a
sin ax

∣∣∣∣∣ =
=

1

a
Pn(x) sin ax− 1

a

∫
P ′
n(x) sin axdx = . . . .

Äàëåå èíòåãðèðóåì ïî ÷àñòÿì åùå n− 1 ðàç.

∫
Pn(x) sin axdx =

∣∣∣∣∣ u = Pn(x) du = P ′
n(x)dx

dv = sin axdx v = −1

a
cos ax

∣∣∣∣∣ =
= −1

a
Pn(x) cos ax+

1

a

∫
P ′
n(x) cos axdx = . . . .

Äàëåå èíòåãðèðóåì ïî ÷àñòÿì åùå n− 1 ðàç.
(III) ∫

Pn(x) lnxdx =

∣∣∣∣∣ u = lnx du =
dx

x
dv = Pn(x)dx v(x) =

∫
Pn(x)dx

∣∣∣∣∣ =
= v(x) lnx−

∫
v(x)dx

x
= . . . .

∫
Pn(x) arcsinxdx =

∣∣∣∣∣∣ u = arcsinx du =
dx√
1− x2

dv = Pn(x)dx v(x) =
∫
Pn(x)dx

∣∣∣∣∣∣ =
= v(x) arcsinx−

∫
v(x)dx√
1− x2

= . . . .

∫
Pn(x) arctg xdx =

∣∣∣∣∣∣ u = arctg x du =
dx

1 + x2
dv = Pn(x)dx v(x) =

∫
Pn(x)dx

∣∣∣∣∣∣ =
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= v(x) arctg x−
∫
v(x)dx

1 + x2
= . . . .

(IV) ∫
eax cos bxdx =

∣∣∣∣∣ u = eax du = aeaxdx

dv = cos bxdx v =
1

b
sin bx

∣∣∣∣∣ =
=

1

b
eax sin bx− a

b

∫
eax sin bxdx = . . . .

Äàëåå èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè åùå ðàç áåðåòñÿ ïî ÷àñòÿì, è ìû
ïðèõîäèì ê èñõîäíîìó èíòåãðàëó. Ïåðåíîñÿ åãî â ëåâóþ ÷àñòü,
ðåøàåì óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî ýòîãî èíòåãðàëà.

∫
eax sin bxdx =

∣∣∣∣∣ u = eax du = aeaxdx

dv = sin bxdx v = −1

b
cos bx

∣∣∣∣∣ =
= −1

b
eax cos bx+

a

b

∫
eax cos bxdx = . . . .

Äàëåå ïîñòóïàåì êàê â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå.

Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ïðèìåðû âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëîâ ïî ÷àñòÿì.
Ïðèìåð 2.1.12.∫

(x2 + 1) sin 3xdx =

∣∣∣∣∣ u = x2 + 1 du = 2xdx

dv = sin 3xdx v = −1

3
cos 3x

∣∣∣∣∣ =
= −1

3
(x2 + 1) cos 3x+

2

3

∫
x cos 3xdx =

= −1

3
(x2 + 1) cos 3x+

2

3

∣∣∣∣∣ u = x du = dx

dv = cos 3xdx v =
1

3
sin 3x

∣∣∣∣∣ =
= −1

3
(x2 + 1) cos 3x+

2

9
x sin 3x− 2

9

∫
sin 3xdx =

= −1

3
(x2 + 1) cos 3x+

2

9
x sin 3x+

2

27
cos 3x+ C.

Ïðèìåð 2.1.13.∫
(2x+ 3) ln 5xdx =

∣∣∣∣∣ u = ln 5x du =
dx

x
dv = (2x+ 3)dx v = x2 + 3x

∣∣∣∣∣ =
= (x2 + 3x) ln 5x−

∫
(x2 + 3x)dx

x
= (x2 + 3x) ln 5x−

∫
(x+ 3)dx =
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= (x2 + 3x) ln 5x− x2

2
− 3x+ C.

Ïðèìåð 2.1.14.∫
e2x cos 3xdx =

∣∣∣∣∣ u = e2x du = 2e2xdx

dv = cos 3xdx v =
1

3
sin 3x

∣∣∣∣∣ =
=

1

3
e2x sin 3x− 2

3

∫
e2x sin 3xdx =

=
1

3
e2x sin 3x− 2

3

∣∣∣∣∣ u = e2x du = 2e2xdx

dv = sin 3xdx v = −1

3
cos 3x

∣∣∣∣∣ =
=

1

3
e2x sin 3x+

2

9
e2x cos 3x− 4

9

∫
e2x cos 3xdx.

Òåïåðü ïåðåíåñåì èíòåãðàë èç ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà â ëåâóþ, ïîëó÷èì

13

9

∫
e2x cos 3xdx =

1

3
e2x sin 3x+

2

9
e2x cos 3x+ C.

Èëè, îêîí÷àòåëüíî,∫
e2x cos 3xdx =

9

13

(
1

3
e2x sin 3x+

2

9
e2x cos 3x

)
+ C.

Ðàññìîòðèì ïðèìåð, êîòîðûé íå îòíîñèòñÿ ê ïðèâåäåííûì âûøå òèïàì
èíòåãðàëîâ.

Ïðèìåð 2.1.15.∫
xdx

cos2 x
=

∣∣∣∣∣ u = x du = dx

dv =
dx

cos2 x
v = tg x

∣∣∣∣∣ =
= x tg x−

∫
tg xdx = x tg x+ ln | cosx|+ C.

2.2. Èíòåãðèðîâàíèå ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé

Îïðåäåëåíèå 2.2.1. Ôóíêöèÿ âèäà R(x) =
Pn(x)

Qm(x)
, ãäå Pn(x) è Qm(x)

� ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè n è m ñîîòâåòñòâåííî, íàçûâàåòñÿ ðàöèîíàëüíîé
ôóíêöèåé èëè ðàöèîíàëüíîé äðîáüþ.

Îïðåäåëåíèå 2.2.2. Ðàöèîíàëüíàÿ äðîáü íàçûâàåòñÿ ïðàâèëüíîé, åñ-
ëè ñòåïåíü ÷èñëèòåëÿ ñòðîãî ìåíüøå ñòåïåíè çíàìåíàòåëÿ, ò.å. n < m,
è íàçûâàåòñÿ íåïðàâèëüíîé, åñëè n > m.
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Åñëè äðîáü íåïðàâèëüíàÿ, òî, ðàçäåëèâ ÷èñëèòåëü íà çíàìåíàòåëü, ìû
ìîæåì ïðåäñòàâèòü ýòó äðîáü â âèäå ñóììû ìíîãî÷ëåíà (öåëîé ÷àñòè) è
ïðàâèëüíîé äðîáè.

Pn(x)

Qm(x)
=M(x) +

Fs(x)

Qm(x)
, ãäå s < m.

2.2.1. Èíòåãðèðîâàíèå ïðîñòåéøèõ ðàöèîíàëüíûõ äðîáåé

Îïðåäåëåíèå 2.2.3. Ðàöèîíàëüíûå äðîáè âèäà:

1.
A

x− a
,

2.
A

(x− a)n
, ãäå n > 2,

3.
Ax+B

x2 + px+ q
, ãäå äèñêðèìèíàíò çíàìåíàòåëÿ D < 0,

4.
Ax+B

(x2 + px+ q)n
, ãäå n > 2 è D < 0, �

íàçûâàþòñÿ ïðîñòåéøèìè ðàöèîíàëüíûìè äðîáÿìè.

Ðàññìîòðèì èíòåãðèðîâàíèå âñåõ ÷åòûðåõ òèïîâ ýòèõ äðîáåé.
1. Ðàññìîòðèì ïåðâûé òèï äðîáåé∫

A

x− a
dx = A

∫
d(x− a)

x− a
= A ln |x− a|+ C.

2. Ðàññìîòðèì âòîðîé òèï äðîáåé∫
A

(x− a)n
dx = A

∫
(x− a)−nd(x− a) =

= A
(x− a)−n+1

−n+ 1
+ C =

A

(1− n)(x− a)n−1
+ C.

3. Òðåòèé òèï äðîáåé ðàçîáüåì íà äâà ñëó÷àÿ. Ïðè èíòåãðèðîâàíèå â
çíàìåíàòåëå áóäåì âûäåëÿòü ïîëíûé êâàäðàò.

a)

∫
A

x2 + px+ q
dx = A

∫
dx

(x2 + px+ p2

4 − p2

4 + q)
=

= A

∫
dx(

x+ p
2

)2
+
(
q − p2

4

) =

∣∣∣∣∣∣
u = x+ p

2
dx = du

q′ = q − p2

4

∣∣∣∣∣∣ =
= A

∫
du

u2 + q′
=

A√
q′

arctg
u√
q′

+ C =
A√
q′

arctg
x+ p

2√
q′

+ C.
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Âî âòîðîì ñëó÷àå òàêæå âûäåëèì ïîëíûé êâàäðàò, ñäåëàåì àíàëîãè÷-
íóþ çàìåíó ïåðåìåííîé è ðàçäåëèì èíòåãðàë íà äâà.

b)

∫
Ax+B

x2 + px+ q
dx =

∫
Au+B′

u2 + q′
du = A

∫
udu

u2 + q′
+B′

∫
du

u2 + q′
=

=
A

2

∫
2udu

u2 + q′
+

B′
√
q′

arctg
u√
q′

=
A

2

∫
d(u2 + q′)

u2 + q′
+

B′
√
q′

arctg
u√
q′

=

=
A

2
ln |u2+q′|+ B′

√
q′

arctg
u√
q′
+C =

A

2
ln |x2+px+q|+ B′

√
q′

arctg
x+ p

2√
q′

+C.

4. Ðàññìîòðèì ïîñëåäíèé òèï ïðîñòåéøèõ äðîáåé. Àíàëîãè÷íî òðåòüå-
ìó ñëó÷àþ âûäåëèì ïîëíûé êâàäðàò â çíàìåíàòåëå è ñäåëàåì òàêóþ æå
çàìåíó ïåðåìåííîé:∫

Ax+B

(x2 + px+ q)n
dx =

∫
Au+B′

(u2 + q′)n
du =

=
A

2

∫
2udu

(u2 + q′)n
+
B′

q′

∫
(u2 + q′)− u2

(u2 + q′)n
du =

=
A

2

∫
d(u2 + q′)

(u2 + q′)n
+
B′

q′

∫
du

(u2 + q′)n−1
− B′

q′

∫
u2du

(u2 + q′)n
=

=
A

2(1− n)(u2 + q′)n−1
+
B′

q′

∫
du

(u2 + q′)n−1
−

−B
′

q′

∣∣∣∣∣∣
t = u dt = du

dv =
udu

(u2 + q′)n
v =

1

2(1− n)(u2 + q′)n−1

∣∣∣∣∣∣ =
=

A

2(1− n)(u2 + q′)n−1
+
B′

q′

∫
du

(u2 + q′)n−1
− B′u

2q′(1− n)(u2 + q′)n−1
+

+
B′

2q′(1− n)

∫
du

(u2 + q′)n−1
=

=
A

2(1− n)(u2 + q′)n−1
+

(
B′

q′
+

B′

2q′(1− n)

)∫
du

(u2 + q′)n−1
−

− B′u

2q′(1− n)(u2 + q′)n−1
= . . . .

Îñòàâøèéñÿ èíòåãðàë ñî ñòåïåíüþ â çíàìåíàòåëå íà 1 ìåíüøå âû÷èñ-
ëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî èñõîäíîìó èíòåãðàëó, ïîñòåïåííî ìû äîéäåì äî èíòå-
ãðàëà, ó êîòîðîãî çíàìåíàòåëü áóäåò â ïåðâîé ñòåïåíè.

Ðàññìîòðèì ïðèìåðû âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëîâ îò ïðîñòåéøèõ ðàöèî-
íàëüíûõ äðîáåé òðåòüåãî è ÷åòâåðòîãî òèïà.
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Ïðèìåð 2.2.1.∫
(x+ 3)dx

x2 + 4x+ 13
=

∫
(x+ 3)dx

x2 + 4x+ 4− 4 + 13
=

∫
(x+ 3)dx

(x+ 2)2 + 9
=

=

∣∣∣∣∣∣
u = x+ 2
du = dx
x = u− 2

∣∣∣∣∣∣ =
∫

(u− 2 + 3)du

u2 + 9
=

∫
udu

u2 + 9
+

∫
du

u2 + 9
=

=
1

2

∫
d(u2 + 9)

u2 + 9
+

1

3
arctg

u

3
=

1

2
ln |u2 + 9|+ 1

3
arctg

u

3
+ C =

=
1

2
ln |x2 + 4x+ 13|+ 1

3
arctg

x+ 2

3
+ C.

Ïðèìåð 2.2.2.∫
(x+ 1)dx

(x2 + 1)2
=

∫
xdx

(x2 + 1)2
+

∫
dx

(x2 + 1)2
=

=
1

2

∫
d(x2 + 1)

(x2 + 1)2
+

∫
(x2 + 1− x2)dx

(x2 + 1)2
=

= − 1

2(x2 + 1)
+

∫
dx

x2 + 1
−
∫

x · xdx
(x2 + 1)2

=

= − 1

2(x2 + 1)
+ arctg x−

∣∣∣∣∣∣
u = x du = dx

dv =
xdx

(x2 + 1)2
v = − 1

2(x2 + 1)

∣∣∣∣∣∣ =
= − 1

2(x2 + 1)
+ arctg x+

x

2(x2 + 1)
− 1

2

∫
dx

x2 + 1
=

= − 1

2(x2 + 1)
+ arctg x++

x

2(x2 + 1)
− 1

2
arctg x+ C =

= − 1

2(x2 + 1)
+

1

2
arctg x++

x

2(x2 + 1)
+ C.

2.2.2. Èíòåãðèðîâàíèå ðàöèîíàëüíûõ äðîáåé

Òåîðåìà 2.2.1. Ëþáîé ìíîãî÷ëåí Qm(x) ðàçëàãàåòñÿ íà ïðîèçâåäåíèå
ëèíåéíûõ ìíîæèòåëåé âèäà (x−a) è (x− b)l è êâàäðàòíûõ òðåõ÷ëåíîâ ñ
îòðèöàòåëüíûì äèñêðèìèíàíòîì âèäà (x2 + px+ q) è (x2 + sx+ t)k, ò.å.

Qm(x) = (x− a) · . . . · (x− b)l(x2 + px+ q) · . . . · (x2 + sx+ t)k,

ãäå l, k > 2.
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Òåîðåìà 2.2.2. Ïðàâèëüíàÿ ðàöèîíàëüíàÿ äðîáü
Pn(x)

Qm(x)
, ãäå n < m è

Qm(x) = (x− a) · . . . · (x− b)l(x2 + px+ q) · . . . · (x2 + sx+ t)k, ìîæåò áûòü
ïðåäñòàâëåíà â âèäå ñóììû ïðîñòåéøèõ äðîáåé, ïðè÷åì

• ìíîæèòåëþ (x− a) ñîîòâåòñòâóåò äðîáü
A

x− a
,

• ìíîæèòåëþ (x− b)l ñîîòâåòñòâóåò ñóììà l äðîáåé

B1

x− b
+

B2

(x− b)2
+ . . .+

Bl
(x− b)l

,

• ìíîæèòåëþ (x2 + px+ q) ñîîòâåòñòâóåò äðîáü
Cx+D

x2 + px+ q
,

• ìíîæèòåëþ (x2 + sx+ t)k ñîîòâåòñòâóåò ñóììà k äðîáåé

E1x+ F1

x2 + sx+ t
+

E2x+ F2

(x2 + sx+ t)2
+ . . .

Ekx+ Fk
(x2 + sx+ t)k

,

òîãäà

Pn(x)

Qm(x)
=

A

x− a
+

B1

x− b
+ . . .+

Bl
(x− b)l

+
Cx+D

x2 + px+ q
+ . . .+

+
E1x+ F1

x2 + sx+ t
+ . . .+

Ekx+ Fk
(x2 + sx+ t)k

. (2.1)

Êîýôôèöèåíòû A,B1, . . . , Bl, C,D,E1, F1, . . . , Ek, Fk íàõîäÿòñÿ ïî ìåòîäó
íåîïðåäåëåííûõ êîýôôèöèåíòîâ.

2.2.3. Ìåòîä íåîïðåäåëåííûõ êîýôôèöèåíòîâ

(1) Ðàçëàãàåì ïðàâèëüíóþ äðîáü
Pn(x)

Qm(x)
íà ñóììó ïðîñòåéøèõ äðî-

áåé ñ íåîïðåäåëåííûìè êîýôôèöèåíòàìè, ïîëó÷èì ðàâåíñòâî âè-
äà (2.1).

(2) Ïðèâîäèì ïðàâóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà (2.1) ê îáùåìó çíàìåíàòåëþ.
(3) ×èñëèòåëü ïîëó÷åííîé äðîáè ïðèðàâíèâàåì ê ÷èñëèòåëþ Pn(x),

ïîëó÷èì òîæäåñòâî.
(4) Ïðèðàâíèâàåì êîýôôèöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ x â ëåâîé

è ïðàâîé ÷àñòÿõ ïîëó÷åííîãî òîæäåñòâà, ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâ-
íåíèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ íåîïðåäåëåííûõ êîýôôèöèåíòîâ.

(5) Ðåøàÿ ýòó ñèñòåìó, íàéäåì âñå íåîïðåäåëåííûå êîýôôèöèåíòû.

Ðàññìîòðèì ïðèìåð ðàçëîæåíèÿ äðîáè ïî ìåòîäó íåîïðåäåëåííûõ êî-
ýôôèöèåíòîâ íà ïðîñòåéøèå äðîáè.
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Ïðèìåð 2.2.3.

2x2 + 4x+ 1

(x− 1)(x2 + 4)
=

A

x− 1
+
Bx+ C

x2 + 4
=
A(x2 + 4) + (Bx+ C)(x− 1)

(x− 1)(x2 + 4)
=

=
Ax2 + 4A+Bx2 −Bx+ Cx− C

(x− 1)(x2 + 4)
=

(A+B)x2 + (C −B)x+ (4A− C)

(x− 1)(x2 + 4)
.

Ïðèðàâíÿåì ÷èñëèòåëè èñõîäíîé è ïîëó÷åííîé äðîáåé

2x2 + 4x+ 1 = (A+B)x2 + (C −B)x+ (4A− C).

Ïðèðàâíÿåì êîýôôèöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ x, ïîëó÷èì ñèñòåìó

x2

x1

x0

∣∣∣∣∣∣
2 = A+B
4 = C −B
1 = 4A− C.

Ðåøàÿ ýòó ñèñòåìó, íàéäåì íåîïðåäåëåííûå êîýôôèöèåíòû A =
7

5
, B =

3

5
,

C =
23

5
, òîãäà

2x2 + 4x+ 1

(x− 1)(x2 + 4)
=

7

5(x− 1)
+

3
5x+ 23

5

x2 + 4
.

Íàõîäèòü íåîïðåäåëåííûå êîýôôèöèåíòû ìîæíî ïðèðàâíèâàÿ íå òîëü-
êî êîýôôèöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ x ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòåé ïî-
ñëåäíåãî òîæäåñòâà â ïóíêòå 3, íî è çíà÷åíèÿ ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòåé ýòîãî
òîæäåñòâà ïðè îäèíàêîâûõ çíà÷åíèÿõ x. Ýòèì óäîáíî ïîëüçîâàòüñÿ, åñ-
ëè ó çíàìåíàòåëÿ èñõîäíîé äðîáè åñòü äåéñòâèòåëüíûå êîðíè. Ðàññìîòðèì
ñëåäóþùèé ïðèìåð.

Ïðèìåð 2.2.4.

x+ 3

(x+ 2)(x− 1)2
=

A

x+ 2
+

B

x− 1
+

C

(x− 1)2
=

=
A(x− 1)2 +B(x+ 2)(x− 1) + C(x+ 2)

(x+ 2)(x− 1)2
.

Òîãäà

x+ 3 = A(x− 1)2 +B(x+ 2)(x− 1) + C(x+ 2).

Âîçüìåì x = 1, x = −2 � ýòî êîðíè çíàìåíàòåëÿ è åùå, íàïðèìåð, x = 0.
Ïîëó÷èì

x = 1
x = −2
x = 0

∣∣∣∣∣∣
4 = 3C
1 = 9A
3 = A− 2B + 2C.
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Ðåøàÿ ýòó ñèñòåìó, íàéäåì A =
1

9
, B = −1

9
, C =

4

3
, òîãäà

x+ 3

(x+ 2)(x− 1)2
=

1

9(x+ 2)
− 1

9(x− 1)
+

4

3(x− 1)2
.

2.2.4. Ñõåìà èíòåãðèðîâàíèÿ ðàöèîíàëüíîé äðîáè

Ïóñòü íàì äàí èíòåãðàë îò ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè∫
Pn(x)

Qm(x)
dx.

(1) Åñëè n > m, ò.å. äðîáü íåïðàâèëüíàÿ, òî âûäåëèòü öåëóþ ÷àñòü:

Pn(x)

Qm(x)
=M(x) +

Fs(x)

Qm(x)
.

(2) Ðàçëîæèòü çíàìåíàòåëü Qm(x) íà ëèíåéíûå ìíîæèòåëè è êâàä-
ðàòíûå òðåõ÷ëåíû ñ îòðèöàòåëüíûì äèñêðèìèíàíòîì.

(3) Äðîáü
Fs(x)

Qm(x)
ðàçëîæèòü íà ïðîñòåéøèå äðîáè ñ íåîïðåäåëåííû-

ìè êîýôôèöèåíòàìè.
(4) Íàéòè ýòè íåîïðåäåëåííûå êîýôôèöèåíòû ïî ìåòîäó íåîïðåäå-

ëåííûõ êîýôôèöèåíòîâ.
(5) Ïðîèíòåãðèðîâàòü ôóíêöèþM(x) è ïîëó÷åííûå ïðîñòåéøèå äðî-

áè.

Ïðèìåð 2.2.5. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë∫
x4 + 2x2 + 1

x2 − x− 2
dx.

Ïîñêîëüêó èñõîäíàÿ äðîáü íåïðàâèëüíàÿ, òî âûäåëèì öåëóþ ÷àñòü:

x4 + 2x2 + 1 x2 − x− 2
x4 − x3 − 2x2 x2 + x+ 5

x3 + 4x2 + 1
x3 − x2 − 2x

5x2 + 2x + 1
5x2 − 5x − 10

7x + 11

.

Ïîëó÷èì

x4 + 2x2 + 1

x2 − x− 2
= x2 + x+ 5 +

7x+ 11

x2 − x− 2
.
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Ðàçëîæèì äðîáü
7x+ 11

x2 − x− 2
íà ïðîñòåéøèå:

7x+ 11

x2 − x− 2
=

7x+ 11

(x− 2)(x+ 1)
=

A

x− 2
+

B

x+ 1
=

=
A(x+ 1) +B(x− 2)

(x− 2)(x+ 1)
.

Òîãäà
7x+ 11 = (A+B)x+ (A− 2B).

Ïðèðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ x, ïîëó÷èì

x1

x0

∣∣∣∣ 7 = A+B
11 = A− 2B

.

Ðåøàÿ ýòó ñèñòåìó, íàéäåì íåîïðåäåëåííûå êîýôôèöèåíòû A =
25

3
è B =

−4

3
. Âû÷èñëèì èñõîäíûé èíòåãðàë:∫

x4 − 2x2 + 1

x2 − x− 2
dx =

∫
(x2 + x+ 5)dx+

25

3

∫
dx

x− 2
− 4

3

∫
dx

x+ 1
=

=
x3

3
+
x2

2
+ 5x+

25

3
ln |x− 2| − 4

3
ln |x+ 1|+ C.

Ïðèìåð 2.2.6. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë∫
3x+ 1

(x+ 1)(x2 + 6x+ 13)
dx.

Ïîñêîëüêó ðàöèîíàëüíàÿ äðîáü ïðàâèëüíàÿ è êâàäðàòíûé òðåõ÷ëåí â çíà-
ìåíàòåëå èìååò îòðèöàòåëüíûé äèñêðèìèíàíò, òî èñõîäíàÿ äðîáü ðàñêëà-
äûâàåòñÿ íà ïðîñòåéøèå ñëåäóþùèì îáðàçîì:

3x+ 1

(x+ 1)(x2 + 6x+ 13)
=

A

x+ 1
+

Bx+ c

x2 + 6x+ 13
=

=
A(x2 + 6x+ 13) + (Bx+ c)(x+ 1)

(x+ 1)(x2 + 6x+ 13)
.

Ïðèðàâíÿåì ÷èñëèòåëè ýòèõ äðîáåé:

3x+ 1 = (A+B)x2 + (6A+B + C)x+ (13A+ C).

Ïðèðàâíÿåì êîýôôèöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ x, ïîëó÷èì ñèñòåìó

x2

x1

x0

∣∣∣∣∣∣
0 = A+B

3 = 6A+B + C
1 = 13A+ C.
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Ðåøàÿ ýòó ñèñòåìó, íàéäåì êîýôôèöèåíòû A = −1

4
, B =

1

4
è C =

17

4
, òîãäà∫

3x+ 1

(x+ 1)(x2 + 6x+ 13)
dx = −1

4

∫
dx

x+ 1
+

1

4

∫
(x+ 17)dx

x2 + 6x+ 13
=

= −1

4
ln |x+ 1|+ 1

4

∫
(x+ 17)dx

(x+ 3)2 + 4
= −1

4
ln |x+ 1|+ 1

4

∣∣∣∣∣∣
x+ 3 = u
dx = du
x = u− 3

∣∣∣∣∣∣ =
= −1

4
ln |x+1|+1

4

∫
(u− 3 + 17)du

u2 + 4
= −1

4
ln |x+1|+1

8

∫
2udu

u2 + 4
+
14

4

∫
du

u2 + 4
=

= −1

4
ln |x+ 1|+ 1

8

∫
d(u2 + 4)

u2 + 4
+

7

4
arctg

u

2
=

= −1

4
ln |x+ 1|+ 1

8
ln |x2 + 6x+ 13|+ 7

4
arctg

x− 3

2
+ C.

2.3. Èíòåãðèðîâàíèå òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ âûðàæåíèé

Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå òèïû èíòåãðàëîâ îò òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ âûðà-
æåíèé. Ïóñòü â äàëüíåéøåì R(y, z) � ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ äâóõ ïåðå-
ìåííûõ.

I. Ðàññìîòðèì èíòåãðàë ïåðâîãî òèïà∫
R(sinx, cosx)dx.

Åñëè ôóíêöèÿ R(sinx, cosx) íå óäîâëåòâîðÿåò íèêàêèì ñïåöèàëüíûì óñëî-
âèÿì, òî äåëàþò óíèâåðñàëüíóþ òðèãîíîìåòðè÷åñêóþ ïîäñòàíîâêó:

tg
x

2
= t, sinx =

2 tg x
2

1 + tg2 x2
=

2t

1 + t2
, cosx =

1− tg2 x2
1 + tg2 x2

=
1− t2

1 + t2
,

x = 2arctg t, dx =
2dt

1 + t2
.

Òîãäà ∫
R(sinx, cosx)dx =

∣∣∣∣∣∣∣
tg x

2 = t sinx =
2t

1 + t2

cosx =
1− t2

1 + t2
dx =

2dt

1 + t2

∣∣∣∣∣∣∣ =
=

∫
R

(
2t

1 + t2
,
1− t2

1 + t2

)
2dt

1 + t2
,

è ìû ïîëó÷èëè èíòåãðàë îò ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè. Äàëåå îí ðåøàåòñÿ
ñòàíäàðòíûì ìåòîäîì.
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Ïðèìåð 2.3.1.∫
dx

sinx+ 1
=

∣∣∣∣∣∣∣
tg x

2 = t dx =
2dt

1 + t2

sinx =
2t

1 + t2

∣∣∣∣∣∣∣ =
∫

2dt

(1 + t2)
(

2t
1+t2 + 1

) =

= 2

∫
dt

t2 + 2t+ 1
= 2

∫
dt

(t+ 1)2
= − 2

t+ 1
+ C = − 2

tg x
2 + 1

+ C.

Ðàññìîòðèì ÷àñòíûå ñëó÷àè èíòåãðàëà ïåðâîãî òèïà.
1. Ïóñòü èñõîäíàÿ ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ íå÷åòíà ïî ôóíêöèè sinx,

ò.å.

R(− sinx, cosx) = −R(sinx, cosx),
òîãäà â èíòåãðàëå äåëàåòñÿ ñëåäóþùàÿ çàìåíà:

t = cosx, dt = − sinxdx.

2. Ïóñòü èñõîäíàÿ ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ íå÷åòíà ïî ôóíêöèè cosx,
ò.å.

R(sinx,− cosx) = −R(sinx, cosx),
òîãäà â èíòåãðàëå äåëàåòñÿ ñëåäóþùàÿ çàìåíà:

t = sinx, dt = cosxdx.

3. Ïóñòü èñõîäíàÿ ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ ÷åòíà ïî ôóíêöèÿì sinx è
cosx, ò.å.

R(− sinx,− cosx) = R(sinx, cosx),

òîãäà â èíòåãðàëå äåëàåòñÿ ñëåäóþùàÿ çàìåíà:

t = tg x, sin2 x =
t2

1 + t2
, cos2 x =

1

1 + t2
, dx =

dt

1 + t2
.

Ïðèìåð 2.3.2. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë∫
sinxdx

2 + cosx
.

Ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ íå÷åòíà ïî sinx, òàê êàê

− sinx

2 + cosx
= − sinx

2 + cosx
.

Ïîýòîìó ∫
sinxdx

2 + cosx
=

∣∣∣∣ cosx = t
− sinxdx = dt

∣∣∣∣ = −
∫

dt

2 + t
=

= − ln |2 + t|+ C = − ln |2 + cosx|+ C.
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Ïðèìåð 2.3.3. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë∫
dx

2− sin2 x
.

Ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ ÷åòíà ïî ôóíêöèÿì sinx è cosx îäíîâðåìåííî,
òàê êàê

1

2− (− sinx)2
=

1

2− sin2 x
.

Ïîýòîìó

∫
dx

2− sin2 x
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
t = tg x

sin2 x =
t2

1 + t2

dx =
dt

1 + t2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∫

dt

(1 + t2)
(
2− t2

1+t2

) =

=

∫
(1 + t2)dt

(1 + t2)(2 + 2t2 − t2)
=

∫
dt

2 + t2
=

=
1√
2
arctg

t√
2
+ C =

1√
2
arctg

tg x√
2
+ C.

II. Ðàññìîòðèì èíòåãðàë âòîðîãî òèïà∫
sinm x · cosn xdx,

ãäå m, n � öåëûå ÷èñëà.
1. Åñëè m � íå÷åòíîå ÷èñëî, òî â èíòåãðàëå äåëàåòñÿ çàìåíà:

t = cosx, dt = − sinxdx, sin2 x = 1− t2.

2. Åñëè n � íå÷åòíîå ÷èñëî, òî â èíòåãðàëå äåëàåòñÿ çàìåíà:

t = sinx, dt = cosxdx, cos2 x = 1− t2.

3. Åñëè m+ n � ÷åòíîå îòðèöàòåëüíîå ÷èñëî, òî â èíòåãðàëå äåëàåòñÿ
çàìåíà:

t = tg x, sin2 x =
t2

1 + t2
, cos2 x =

1

1 + t2
, dx =

dt

1 + t2
.

4. Åñëè m, n � íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà è m + n � ÷åòíîå ÷èñëî, òî
ïðèìåíÿþòñÿ ôîðìóëû ïîíèæåíèÿ ñòåïåíè:

sin2 x =
1− cos 2x

2
, cos2 x =

1 + cos 2x

2
, sinx · cosx =

1

2
sin 2x.
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Ïðèìåð 2.3.4. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë∫
dx

sinx · cos3 x
.

Ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ, ÷òî m + n = −4 �
÷åòíîå îòðèöàòåëüíîå ÷èñëî. Ïîýòîìó

∫
dx

sinx · cos3 x
=

∫
dx

sinx

cosx
cos4 x

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
t = tg x

cos2 x =
1

1 + t2

dx =
dt

cos2 x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
=

∫
dt

t
1

1 + t2

=

∫
(t2 + 1)dt

t
=

∫ (
t+

1

t

)
dt =

=
t2

2
+ ln |t|+ C =

tg2 x

2
+ ln | tg x|+ C.

Ïðèìåð 2.3.5. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë∫
sin2 x · cos2 xdx.

Ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ, ÷òî m, n � íåîòðèöà-
òåëüíûå ÷èñëà è m+ n = 4 � ÷åòíîå ÷èñëî. Ïîýòîìó∫

sin2 x · cos2 xdx =

∫
1− cos 2x

2
· 1 + cos 2x

2
dx =

∫
1− cos2 2x

4
dx =

=
1

4

∫
dx− 1

4

∫
cos2 2xdx =

1

4
x− 1

4

∫
1 + cos 4x

2
dx =

=
1

4
x− 1

8

∫
dx− 1

32

∫
cos 4xd(4x) =

x

4
− x

8
− 1

32
sin 4x+ C =

=
x

8
− 1

32
sin 4x+ C.

III. Ðàññìîòðèì èíòåãðàë òðåòüåãî òèïà∫
sinp x · cosq xdx,

ãäå p, q � ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà. Â ýòîì èíòåãðàëå òîãäà äåëàþò çàìåíó

t = sinx, cosx =
√
1− t2, dt = cosxdx.

Ýòà çàìåíà ïðèâîäèò ê äîâîëüíî ñëîæíûì èíòåãðàëàì îò èððàöèîíàëüíûõ
âûðàæåíèé.

IV. Ðàññìîòðèì èíòåãðàëû ÷åòâåðòîãî òèïà.
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1.∫
sin ax · sin bxdx =

∣∣∣∣sin ax · sin bx =
1

2
[cos(a− b)x− cos(a+ b)x]

∣∣∣∣ = . . . .

2.∫
sin ax · cos bxdx =

∣∣∣∣sin ax · cos bx =
1

2
[sin(a− b)x+ sin(a+ b)x]

∣∣∣∣ = . . . .

3.∫
cos ax · cos bxdx =

∣∣∣∣cos ax · cos bx =
1

2
[cos(a− b)x+ cos(a+ b)x]

∣∣∣∣ = . . . .

Ïðèìåð 2.3.6. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë∫
sin 5x · sin 3xdx.

Ïðèìåíèì ïåðâóþ ïîäñòàíîâêó:∫
sin 5x · sin 3xdx =

1

2

∫
(cos 2x− cos 8x)dx =

=
1

4

∫
cos 2xd(2x)− 1

16

∫
cos 8xd(8x) =

1

4
sin 2x− 1

16
sin 8x+ C.

2.4. Èíòåãðèðîâàíèå èððàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé

I. Â ïåðâîì òèïå èíòåãðàëîâ ðàññìîòðèì òðè ñëó÷àÿ.
1. Ðàññìîòðèì èíòåãðàë∫

R
(
x, x

m
n , . . . , x

r
s

)
dx,

ãäå R � ñèìâîë ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè. Ïóñòü k � îáùèé çíàìåíàòåëü

äðîáåé
m

n
, . . . ,

r

s
, òîãäà â èíòåãðàëå äåëàåòñÿ çàìåíà:∫
R
(
x, x

m
n , . . . , x

r
s

)
dx =

∣∣∣∣ x = tk

dx = ktk−1dt

∣∣∣∣ = . . . .

2. Ðàññìîòðèì èíòåãðàë∫
R
(
x, (ax+ b)

m
n , . . . , (ax+ b)

r
s

)
dx.
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Äåëàåì ñëåäóþùóþ çàìåíó:

∫
R
(
x, (ax+ b)

m
n , . . . , (ax+ b)

r
s

)
dx =

∣∣∣∣∣∣∣
ax+ b = tk x =

tk − b

a

dx =
ktk−1dt

a

∣∣∣∣∣∣∣ = . . . ,

ãäå k � îáùèé çíàìåíàòåëü äðîáåé
m

n
, . . . ,

r

s
.

3. Ðàññìîòðèì èíòåãðàë∫
R

(
x,

(
ax+ b

cx+ d

)m
n

, . . . ,

(
ax+ b

cx+ d

) r
s

)
dx

è â íåì äåëàåì ñëåäóþùóþ çàìåíó:

∫
R

(
x,

(
ax+ b

cx+ d

)m
n

, . . . ,

(
ax+ b

cx+ d

) r
s

)
dx =

∣∣∣∣∣∣∣∣
ax+ b

cx+ d
= tk x =

dtk − b

a− ctk

dx =

(
dtk − b

a− ctk

)′

dt

∣∣∣∣∣∣∣∣ = . . . ,

ãäå k � îáùèé çíàìåíàòåëü äðîáåé
m

n
, . . . ,

r

s
.

Ðàññìîòðèì ïðèìåðû.
Ïðèìåð 2.4.1. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë∫ √

xdx
4
√
x+ 1

.

Ýòî èíòåãðàë ïåðâîãî òèïà, îáùèé çíàìåíàòåëü k äðîáåé
1

2
è

3

4
ðàâåí 4,

ïîýòîìó ∫ √
xdx

4
√
x+ 1

=

∣∣∣∣ x = t4
√
x = t2

dx = 4t3dt t = 4
√
x

∣∣∣∣ = ∫ t24t3dt

t3 + 1
=

= 4

∫
t5dt

t3 + 1
= 4

∫ (
t2 − t2

t3 + 1

)
dt = 4

∫
t2dt− 4

3

∫
3t2dt

t3 + 1
=

=
4t3

3
− 4

3

∫
d(t3 + 1)

t3 + 1
=

4

3
t3 − 4

3
ln |t3 +1|+C =

4

3

4
√
x3 − 4

3
ln | 4

√
x3 +1|+C.

Ïðèìåð 2.4.2.∫ √
x− 4

x
dx =

∣∣∣∣x− 4 = t2 x = t2 + 4
dx = 2tdt t =

√
x− 4

∣∣∣∣ = ∫ t · 2t dt
t2 + 4

=

= 2

∫
(t2 + 4− 4)dt

t2 + 4
= 2

∫
dt− 8

∫
dt

4 + t2
=
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= 2t− 4 arctg
t

2
+ C = 2

√
x− 4− 4 arctg

√
x− 4

2
+ C.

II. Âòîðîé òèï èíòåãðàëîâ � ýòî èíòåãðàëû îò äèôôåðåíöèàëüíîãî
áèíîìà âèäà ∫

xm (a+ bxn)
p
dx,

ãäå m,n, p � ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà. Ýòîò èíòåãðàë âû÷èñëÿåòñÿ òîëüêî â
òðåõ ñëó÷àÿõ.

1. Åñëè p � öåëîå ÷èñëî, òî â èíòåãðàëå äåëàåòñÿ ñëåäóþùàÿ çàìåíà:∫
xm (a+ bxn)

p
dx =

∣∣∣∣ x = tk

dx = ktk−1dt

∣∣∣∣ = . . . ,

ãäå k � îáùèé çíàìåíàòåëü äðîáåé m è n.

2. Åñëè
m+ 1

n
� öåëîå ÷èñëî, òî â èíòåãðàëå äåëàåòñÿ çàìåíà:

∫
xm (a+ bxn)

p
dx =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a+ bxn = tk x =

(
tk − a

b

) 1
n

dx =

((
tk − a

b

) 1
n

)′

dt

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= . . . ,

ãäå k � çíàìåíàòåëü p.

3. Åñëè
m+ 1

n
+ p � öåëîå ÷èñëî, òî â èíòåãðàëå äåëàåòñÿ çàìåíà:

∫
xm (a+ bxn)

p
dx =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a+ bxn

xn
= tk x =

(
a

tk − b

) 1
n

dx =

((
a

tk − b

) 1
n

)′

dt

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= . . . ,

ãäå k � çíàìåíàòåëü p.
Ïðèìåð 2.4.3.∫

dx

x
√
x5 − 1

=

∣∣∣∣∣∣∣
m = −1 n = 5 p = −1

2
m+ 1

n
= 0 x5 − 1 = t2 x = (t2 + 1)

1
5

dx = 2
5 t(t

2 + 1)−
4
5 dt t =

√
x5 − 1

∣∣∣∣∣∣∣ =
=

2

5

∫
(t2 + 1)−

1
5 t−1t(t2 + 1)−

4
5 dt =

=
2

5

∫
dt

t2 + 1
=

2

5
arctg t+ C =

2

5
arctg

√
x5 − 1 + C.
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III. Ðàññìîòðèì äâà âèäà èíòåãðàëîâ òðåòüåãî òèïà.
1. Ðàññìîòðèì èíòåãðàë ∫

(Mx+N) dx√
ax2 + bx+ c

.

Âûäåëèì â çíàìåíàòåëå ïîëíûé êâàäðàò

ax2 + bx+ c = a

(
x+

b

2a

)2

+

(
c− b2

4a

)
.

Òîãäà â èñõîäíîì èíòåãðàëå äåëàåòñÿ ñëåäóþùàÿ çàìåíà:

∫
(Mx+N) dx√
ax2 + bx+ c

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
t = x+

b

2a
c′ = c− b2

4a

dx = dt x = t− b

2a

N ′ = N − Mb

2a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

=

∫
(Mt+N ′) dt√

at2 + c′
=
M

2a

∫
2at dt√
at2 + c′

+N ′
∫

dt√
at2 + c′

=

=
M

2a

∫
d(at2 + c′)√
at2 + c′

+N ′
∫

dt√
at2 + c′

= . . . .

2. Ðàññìîòðèì èíòåãðàë âòîðîãî âèäà:∫
dx

(Mx+N)
√
ax2 + bx+ c

.

Ýòîò èíòåãðàë ñ ïîìîùüþ çàìåíû ñâîäèòñÿ ê èíòåãðàëó ïðåäûäóùåãî òèïà

∫
dx

(Mx+N)
√
ax2 + bx+ c

=

∣∣∣∣∣∣∣
Mx+N =

1

t
x =

1

M

(
1

t
−N

)
dx = − 1

M

dt

t2
t =

1

Mx+N

∣∣∣∣∣∣∣ =
= − 1

M

∫
dt√

a′t2 + b′t+ c′
= . . . .

Ïðèìåð 2.4.4.∫
x dx√

x2 + 4x+ 13
=

∫
x dx√

(x+ 2)2 + 9
=

∣∣∣∣∣∣
x+ 2 = t
x = t− 2
dx = dt

∣∣∣∣∣∣ =
=

∫
(t− 2) dt√
t2 + 9

=
1

2

∫
2t dt√
t2 + 9

− 2

∫
dt√
t2 + 9

=
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=
1

2

∫
d(t2 + 9)√
t2 + 9

− 2 ln |t+
√
t2 + 9| =

√
t2 + 9− 2 ln |t+

√
t2 + 9|+ C =

=
√
x2 + 4x+ 13− 2 ln |x+ 2 +

√
x2 + 4x+ 13|+ C.

Ïðèìåð 2.4.5.

∫
dx

x
√
3x2 + 2x− 1

=

∣∣∣∣∣∣∣
x =

1

t
t =

1

x

dx = −dt
t2

∣∣∣∣∣∣∣ = −
∫

t dt

t2
√

3
t2 + 2

t − 1
=

= −
∫

t · t dt
t2
√
3 + 2t− t2

= −
∫

d(t− 1)√
4− (t− 1)2

=

= − arcsin
t− 1

2
+ C = − arcsin

1− x

2x
+ C.

IV. Ðàññìîòðèì èíòåãðàëû ÷åòâåðòîãî òèïà∫
R(x,

√
ax2 + bx+ c) dx,

ãäå R � ñèìâîë ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè.
Â ýòîì èíòåãðàëå àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ïóíêòó âûäåëÿåòñÿ ïîë-

íûé êâàäðàò:

∫
R(x,

√
ax2 + bx+ c) dx =

∫
R

(
t− b

2a
,

√
at2 +

(
c− b2

4a

))
dt = I.

×òîáû ýòè èíòåãðàëû âû÷èñëèòü, ïðèìåíÿþòñÿ ñëåäóþùèå òðèãîíîìåòðè-
÷åñêèå çàìåíû.

1. Ïóñòü a > 0 è c − b2

4a
> 0, òîãäà îáîçíà÷èì a = m2, c − b2

4a
= n2.

Ïîëó÷èì

I =

∫
R

(
t− b

2a
,
√
m2t2 + n2

)
dt =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
t =

n

m
tg z

dt =
n

m

dz

cos2 z

tg2 z + 1 =
1

cos2 z

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = . . . .
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2. Ïóñòü a > 0 è c − b2

4a
< 0, òîãäà îáîçíà÷èì a = m2, c − b2

4a
= −n2.

Ïîëó÷èì

I =

∫
R

(
t− b

2a
,
√
m2t2 − n2

)
dt =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
t =

n

m

1

cos z

dt =
n

m

sin z dz

cos2 z
1

cos2 z
− 1 =

sin2 z

cos2 z

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= . . . .

3. Ïóñòü a < 0 è c − b2

4a
> 0, òîãäà îáîçíà÷èì a = −m2, c − b2

4a
= n2.

Ïîëó÷èì

I =

∫
R

(
t− b

2a
,
√
n2 −m2t2

)
dt =

∣∣∣∣∣∣∣∣
t =

n

m
sin z

dt =
n

m
cos z dz

1− sin2 z = cos2 z

∣∣∣∣∣∣∣∣ = . . . .

Ïðèìåð 2.4.6.∫
dx√

(4− x2)3
=

∣∣∣∣∣∣
x = 2 sin z

dx = 2 cos z dz
z = arcsin x

2

∣∣∣∣∣∣ =
∫

2 cos z dz√
(4− 4 sin2 z)3

=

=

∫
cos z dz√

(1− sin2 z)3
=

∫
cos z dz√
cos6 z

=

∫
dz

cos2 z
= tg z + C =

= tg arcsin
x

2
+ C =

x

2
√
1− x2

4

+ C =
x√

4− x2
+ C.

Ïðèìåð 2.4.7.∫ √
x2 + 2x− 3 dx

x+ 1
=

∫ √
(x+ 1)2 − 4 dx

x+ 1
=

∣∣∣∣∣∣
x+ 1 = t
x = t− 1
dx = dt

∣∣∣∣∣∣ =

=

∫ √
t2 − 4 dt

t
=

∣∣∣∣∣∣∣∣
t =

2

cos z

dt =
2 sin z dz

cos2 z
z = arccos 2

t

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∫ √

4

cos2 z
− 4 · cos z · 2 sin z dz

cos2 z
=

= 4

∫
sin2 z dz

cos2 z
=

∣∣∣∣∣∣∣
tg z = u

dz

cos2 z
= du

sin2 z =
u2

1 + u2

∣∣∣∣∣∣∣ = 4

∫
u2du

1 + u2
=
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= 4

∫
du− 4

∫
du

1 + u2
= 4u− 4 arctg u+ C = 4 tg z − 4z + C =

= 4 tg arccos
2

x+ 1
−4 arccos

2

x+ 1
+C = 2

√
x2 + 2x− 3−4 arccos

2

x+ 1
+C.
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Ãëàâà 3

Îïðåäåëåííûé èíòåãðàë è åãî ïðèëîæåíèÿ.

Íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë

3.1. Ïîíÿòèå îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà, îñíîâíûå ñâîéñòâà
îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà

3.1.1. Çàäà÷è, ïðèâîäÿùèå ê ïîíÿòèþ îïðåäåëåííîãî
èíòåãðàëà

I. Âû÷èñëåíèå ïëîùàäè ïëîñêîé ôèãóðû.
Çàäàäèì íà îòðåçêå [a, b] íåîòðèöàòåëüíóþ íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ

f(x). Òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü ïîíÿòèå ïëîùàäè ôèãóðû, îãðàíè÷åííîé êðè-
âîé y = f(x), îñüþ OX, ïðÿìûìè x = a, x = b, è âû÷èñëèòü ýòó ïëîùàäü
(ðèñ. 3.1). Ïðîèçâåäåì ðàçáèåíèå îòðåçêà [a, b] íà n ÷àñòåé

a = x0 < x1 < x2 < . . . < xn = b.


O ξ1 ξ2x0 xnx1 ξn x

y

Ðèñ. 3.1.
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Âûáåðåì íà êàæäîì ïîëó÷åííîì îòðåçêå [xj−1, xj ] (j = 1, . . . , n) ïðîèçâîëü-
íóþ òî÷êó ξj ∈ [xj−1, xj ]. Âû÷èñëèì çíà÷åíèå f(ξj) è ñîñòàâèì ñóììó

Sn =

n∑
j=1

f(ξj)∆xj ,

ãäå ∆xj = xj − xj−1, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëüíîé ñóììîé. Ñóììà
Sn ðàâíà ñóììå ïëîùàäåé ïðÿìîóãîëüíèêîâ ñ îñíîâàíèåì ∆xj è âûñîòîé
f(ξj).

Áóäåì âñå ∆xj ñòðåìèòü ê íóëþ òàê, ÷òîáû max∆xj → 0. Åñëè ïðè
ýòîì âåëè÷èíà Sn ñòðåìèòñÿ ê îïðåäåëåííîìó ïðåäåëó, òî ýòîò ïðåäåë S
íàçûâàåòñÿ ïëîùàäüþ ôèãóðû

S = lim
max∆xj→0

n∑
j=1

f(ξj)∆xj .

II. Ðàáîòà.
Ïóñòü ê äâèæóùåéñÿ ïî ïðÿìîé òî÷êå ïðèëîæåíà íàïðàâëåííàÿ âäîëü

ýòîé îñè ïåðåìåííàÿ ñèëà F (x), ãäå F (x) åñòü íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ îò x
� àáñöèññû äâèæóùåéñÿ òî÷êè. Ðàáîòà ñèëû F ïðè ïåðåäâèæåíèè òî÷êè
îò a äî b ðàâíà

W = lim
max∆xj→0

n∑
j=1

F (ξj)∆xj ,

ãäå ðàçáèåíèå îòðåçêà è âûáîð òî÷åê ïðîèñõîäèò êàê â ïðåäûäóùåì ïóíêòå.
III. Ìàññà ñòåðæíÿ ïåðåìåííîé ïëîòíîñòè.
Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îòðåçîê [a, b] îñè OX èìååò ìàññó ñ ïåðåìåííîé

ïëîòíîñòüþ ρ(x) > 0, ãäå ρ(x) � íåïðåðûâíàÿ íà îòðåçêå [a, b] ôóíêöèÿ.
Îáùàÿ ìàññà ýòîãî ñòåðæíÿ ðàâíà

M = lim
max∆xj→0

n∑
j=1

ρ(ξj)∆xj ,

ãäå ðàçáèåíèå îòðåçêà è âûáîð òî÷åê ïðîèñõîäèò àíàëîãè÷íî.

3.1.2. Ïîíÿòèå îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà

Âî âñåõ ïðåäûäóùèõ çàäà÷àõ ìû ïðèøëè ê ïîíÿòèþ èíòåãðàëüíîé ñóì-
ìû. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà íà îòðåçêå [a, b].

(1) Ðàçîáüåì îòðåçîê [a, b] íà n ÷àñòåé:

a = x0 < x1 < . . . < xn = b.

(2) Âû÷èñëèì äëèíó êàæäîãî îòðåçêà ∆xj = xj − xj−1.
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(3) Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó ξj ∈ [xj−1, xj ].
(4) Âû÷èñëèì çíà÷åíèå ôóíêöèè â ýòèõ òî÷êàõ f(ξj).
(5) Ñîñòàâèì èíòåãðàëüíóþ ñóììó

Sn =
n∑
j=1

f(ξj)∆xj .

Îïðåäåëåíèå 3.1.1. Åñëè ïðè ëþáûõ ðàçáèåíèÿõ îòðåçêà [a, b] íà
n ÷àñòåé, òàêèõ, ÷òî max∆xj → 0, è ïðè ëþáîì âûáîðå òî÷åê ξj ∈
[xj−1, xj ] èíòåãðàëüíàÿ ñóììà Sn ñòðåìèòñÿ ê îäíîìó è òîìó æå ïðåäå-
ëó S, òî ýòîò ïðåäåë íàçûâàþò îïðåäåëåííûì èíòåãðàëîì îò ôóíêöèè
f(x) íà îòðåçêå [a, b] è îáîçíà÷àþò

S = lim
max∆xj→0

n∑
j=1

f(ξj)∆xj =

b∫
a

f(x) dx. (3.1)

×èñëî a íàçûâàþò íèæíèì ïðåäåëîì èíòåãðàëà, à b � âåðõíèì ïðåäå-
ëîì èíòåãðàëà.

Îïðåäåëåíèå 3.1.2. Åñëè äëÿ ôóíêöèè f(x) ïðåäåë (3.1) ñóùåñòâóåò,
òî ôóíêöèþ f(x) íàçûâàþò èíòåãðèðóåìîé íà îòðåçêå [a, b].

Òåîðåìà 3.1.1. Åñëè ôóíêöèÿ f(x) èíòåãðèðóåìà íà îòðåçêå [a, b],
òî îíà îãðàíè÷åíà íà íåì.

Ñôîðìóëèðóåì îñíîâíóþ òåîðåìó äëÿ êëàññà èíòåãðèðóåìûõ ôóíêöèé.

Òåîðåìà 3.1.2. Åñëè ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a, b], òî
îíà èíòåãðèðóåìà íà ýòîì îòðåçêå.

Èç ýòèõ äâóõ òåîðåì âèäíî, ÷òî êëàññ ôóíêöèé, îãðàíè÷åííûõ íà îò-
ðåçêå, øèðå êëàññà èíòåãðèðóåìûõ ôóíêöèé, à ýòîò êëàññ, â ñâîþ î÷åðåäü,
øèðå êëàññà íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé.

3.1.3. Îñíîâíûå ñâîéñòâà îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà

Òåîðåìà 3.1.3. Ïóñòü ôóíêöèè f(x) è g(x) èíòãåðèðóåìû íà îòðåçêå
[a, b], òîãäà:

1.
b∫
a

f(x) dx = −
a∫
b

f(x) dx,

2.
a∫
a

f(x) dx = 0,
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3.
b∫
a

Cf(x) dx = C
b∫
a

f(x) dx, ãäå C = const,

4.
b∫
a

(f(x)± g(x)) dx =
b∫
a

f(x) dx±
b∫
a

g(x) dx.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ÷åòâåðòîå óòâåðæäåíèå ýòîé òåîðåìû,
îñòàëüíûå äîêàçûâàþòñÿ àíàëîãè÷íî. Ïî îïðåäåëåíèþ îïðåäåëåííîãî èí-
òåãðàëà èìååì

b∫
a

(f(x)± g(x)) dx = lim
max∆xj→0

n∑
j=1

(f(ξj)± g(ξj))∆xj =

= lim
max∆xj→0

n∑
j=1

f(ξj)∆xj ± lim
max∆xj→0

n∑
j=1

g(ξj)∆xj =

=

b∫
a

f(x) dx±
b∫
a

g(x) dx.

Óòâåðæäåíèå 1 ïîñëåäíåé òåîðåìû ãîâîðèò î òîì, ÷òî ïðè ïåðåìåíå
ïðåäåëîâ èíòåãðèðîâàíèÿ â îïðåäåëåííîì èíòåãðàëå íàäî ñìåíèòü çíàê
ïåðåä èíòåãðàëîì, ñâîéñòâî 3 � î òîì, ÷òî ïîñòîÿííûé ìíîæèòåëü ìîæíî
âûíîñèòü çà çíàê îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà, à ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå � î
òîì, ÷òî îïðåäåëåííûé èíòåãðàë îò ñóììû èëè ðàçíîñòè ôóíêöèé ðàâåí
ñóììå èëè ðàçíîñòè èíòåãðàëîâ îò êàæäîé ôóíêöèè.

Òåîðåìà 3.1.4. Åñëè íà îòðåçêå [a, b], ãäå a 6 b, ôóíêöèè f(x) è g(x)
óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ f(x) 6 g(x),òî

b∫
a

f(x) dx 6
b∫
a

g(x) dx.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ðàçíîñòü èíòåãðàëîâ

b∫
a

g(x) dx−
b∫
a

f(x) dx =

b∫
a

(g(x)− f(x)) dx =

= lim
max∆xj→0

n∑
j=1

(g(ξj)− f(ξj))∆xj .
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Ïîñêîëüêó ïî óñëîâèþ g(ξj) − f(ξj) > 0 è ∆xj > 0, òî êàæäîå ñëàãàåìîå
ñóììû íåîòðèöàòåëüíî. Òîãäà íåîòðèöàòåëüíà è âñÿ ñóììà, îòñþäà ñëåäóåò,
÷òî è ïðåäåë åñòü âåëè÷èíà íåîòðèöàòåëüíàÿ, ò.å.

b∫
a

g(x) dx−
b∫
a

f(x) dx > 0.

Òîãäà
b∫
a

g(x) dx >
b∫
a

f(x) dx.

×òî è äîêàçûâàåò òåîðåìó.

Òåîðåìà 3.1.5. Åñëè m è M � íàèìåíüøåå è íàèáîëüøåå çíà÷åíèÿ
ôóíêöèè f(x) íà îòðåçêå [a, b] è a 6 b, òî

m(b− a) 6
b∫
a

f(x) dx 6M(b− a).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî óñëîâèþ òåîðåìû m 6 f(x) 6 M , òîãäà ïî òåîðå-
ìå 1.4 èìååì

b∫
a

mdx 6
b∫
a

f(x) dx 6
b∫
a

M dx.

Ïîñêîëüêó
b∫
a

mdx = m(b− a),

b∫
a

M dx =M(b− a),

òî ìû ïîëó÷àåì íóæíîå íåðàâåíñòâî.

Òåîðåìà 3.1.6 (Òåîðåìà î ñðåäíåì). . Åñëè ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà
íà îòðåçêå [a, b], òî íà ýòîì îòðåçêå íàéäåòñÿ òàêàÿ òî÷êà ξ ∈ [a, b],
÷òî

b∫
a

f(x) dx = f(ξ)(b− a).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü a < b. Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà íà
îòðåçêå [a, b], òî îíà äîñòèãàåò íà íåì ñâîåãî íàèìåíüøåãîm è íàèáîëüøåãî
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M çíà÷åíèé. Ïî òåîðåìå 1.5 èìååì

m 6 1

b− a

b∫
a

f(x) dx 6M.

Îáîçíà÷èì 1
b−a

b∫
a

f(x) dx = µ, îòñþäà m 6 µ 6 M . Íî íåïðåðûâíàÿ íà

îòðåçêå ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò âñå ïðîìåæóòî÷íûå çíà÷åíèÿ ìåæäó íàè-
ìåíüøèì è íàèáîëüøèì, ïîýòîìó ñóùåñòâóåò òî÷êà ξ ∈ [a, b], òàêàÿ, ÷òî
f(ξ) = µ. Òîãäà

b∫
a

f(x) dx = f(ξ)(b− a).

Òåîðåìà 3.1.7. Äëÿ ëþáûõ òðåõ ÷èñåë a, b, c ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

b∫
a

f(x) dx =

c∫
a

f(x) dx+

b∫
c

f(x) dx,

åñëè ýòè òðè èíòåãðàëà ñóùåñòâóþò.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìàòðèì òîëüêî ñëó÷àé a < c < b. Ñîñòàâèì èíòå-
ãðàëüíóþ ñóììó äëÿ ôóíêöèè f(x) íà îòðåçêå [a, b]. Òàê êàê ïðåäåë èíòå-
ãðàëüíîé ñóììû íå çàâèñèò îò ñïîñîáà ðàçáèåíèÿ îòðåçêà [a, b], òî áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî òî÷êà c ïðèíàäëåæèò êàæäîìó ðàçáèåíèþ. Âñþ èíòåãðàëü-
íóþ ñóììó ðàçîáüåì íà äâå ñóììû: ñóììó, ñîîòâåòñòâóþùóþ îòðåçêó [a, c],
è ñóììó, ñîîòâåòñòâóþùóþ îòðåçêó [c, b]. Ïîëó÷èì

b∑
a

f(ξj)∆xj =
c∑
a

f(ξj)∆xj +
b∑
c

f(ξj)∆xj .

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè max∆xj → 0, ïîëó÷èì íóæíîå ðàâåíñòâî.

3.2. Ôîðìóëà Íüþòîíà-Ëåéáíèöà. Çàìåíà ïåðåìåííîé â
îïðåäåëåííîì èíòåãðàëå. Èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì.

Ïóñòü íà îòðåçêå [a, b] çàäàíà èíòåãðèðóåìàÿ ôóíêöèÿ f(x). Çàìåòèì,
÷òî

b∫
a

f(x) dx =

b∫
a

f(t) dt =

b∫
a

f(u) du.

104



Ïóñòü x ∈ [a, b], áóäåì â èíòåãðàëå
b∫
a

f(t) dt ìåíÿòü âåðõíèé ïðåäåë, ïîëó-

÷èì ôóíêöèþ

Φ(x) =

x∫
a

f(t) dt.

Îòìåòèì, ÷òî

Φ(a) =

a∫
a

f(t) dt = 0, Φ(b) =

b∫
a

f(t) dt.

Åñëè f(t) > 0, òî çíà÷åíèå Φ(x) ÷èñëåííî ðàâíî ïëîùàäè êðèâîëèíåéíîé
òðàïåöèè AXxa (ðèñ. 3.2).�o xa x

A
X

b

y

F (x)

f(x)

Ðèñ. 3.2.

Òåîðåìà 3.2.1. (Òåîðåìà î ïðîèçâîäíîé èíòåãðàëà ïî ïåðåìåííîìó
âåðõíåìó ïðåäåëó). Åñëè f(x) � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ íà îòðåçêå [a, b] è

Φ(x) =

x∫
a

f(t)dt,

òî

Φ′(x) = f(x).

(Ïðîèçâîäíàÿ îò îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà ïî ïåðåìåííîìó âåðõíåìó
ïðåäåëó ðàâíà ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè, â êîòîðîé âìåñòî ïåðåìåííîé
èíòåãðèðîâàíèÿ ïîäñòàâëåíî çíà÷åíèå âåðõíåãî ïðåäåëà.)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ ïðîèçâîäíîé ìû äîëæíû ïîëó÷èòü

Φ′(x) = lim
∆x→0

∆Φ

∆x
= f(x).
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Äàäèì àðãóìåíòó x ïðèðàùåíèå ∆x è ðàññìîòðèì

Φ(x+∆x) =

x+∆x∫
a

f(t) dt =

x∫
a

f(t) dt+

x+∆x∫
x

f(t) dt.

Òîãäà

∆Φ = Φ(x+∆x)− Φ(x) =

x∫
a

f(t) dt+

x+∆x∫
x

f(t) dt−
x∫
a

f(t) dt,

ïîýòîìó

∆Φ =

x+∆x∫
x

f(t) dt.

Ïðèìåíèì òåîðåìó î ñðåäíåì ê ∆Φ, ïîëó÷èì

∆Φ =

x+∆x∫
x

f(t) dt = f(ξ)(x+∆x− x) = f(ξ)∆x,

ãäå ξ ∈ [x, x + ∆x]. Íàéäåì
∆Φ

∆x
=

f(ξ)∆x

∆x
= f(ξ). Îòìåòèì, ÷òî ïðè

∆x→ 0, ξ → x. Ïîýòîìó

Φ′(x) = lim
∆x→0

∆Φ

∆x
= lim

∆x→0
f(ξ) = lim

ξ→x
f(ξ) = f(x),

ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a, b]. Ìû ïîëó÷èëè, ÷òî
Φ′(x) = f(x).

Ñëåäñòâèå 3.2.1. Èç òåîðåìû 3.2.1 ñëåäóåò, ÷òî âñÿêàÿ íåïðåðûâíàÿ
ôóíêöèÿ èìååò ïåðâîîáðàçíóþ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a, x], òî ïî

òåîðåìå 3.1.2 îíà èíòåãðèðóåìà íà ýòîì îòðåçêå, ò. å. ñóùåñòâóåò
x∫
a

f(t) dt,

à çíà÷èò, ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ Φ(x) =
x∫
a

f(t) dt. Òîãäà ïî òåîðåìå 3.2.1

Φ′(x) = f(x), ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ Φ(x) åñòü ïåðâîîáðàçíàÿ ôóíêöèè
f(x).
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3.2.1. Ôîðìóëà Íüþòîíà-Ëåéáíèöà

Òåîðåìà 3.2.2. Åñëè F (x) åñòü êàêàÿ-ëèáî ïåðâîîáðàçíàÿ îò íåïðå-
ðûâíîé íà îòðåçêå [a, b] ôóíêöèè f(x), òî ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

b∫
a

f(x) dx = F (b)− F (a).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü F (x) � íåêîòîðàÿ ïåðâîîáðàçíàÿ ôóíêöèè f(x)

íà îòðåçêå [a, b]. Ïî òåîðåìå 3.2.1 ôóíêöèÿ
x∫
a

f(t) dt åñòü òàêæå ïåðâîîá-

ðàçíàÿ ôóíêöèè f(x). Íî äâå ëþáûå ïåðâîîáðàçíûå îò äàííîé ôóíêöèè
îòëè÷àþòñÿ íà ïîñòîÿííîå ÷èñëî C. Ïîýòîìó

x∫
a

f(t) dt = F (x) + C.

Ýòî ðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî äëÿ âñåõ x ∈ [a, b]. Ïîëîæèì x = a, òîãäà

0 =

a∫
a

f(t) dt = F (a) + C,

îòñþäà C = −F (a). Ñëåäîâàòåëüíî,
x∫
a

f(t) dt = F (x)− F (a).

Ïîëîæèì x = b, ïîëó÷èì

b∫
a

f(x) dx =

b∫
a

f(t) dt = F (b)− F (a).

È òåîðåìà äîêàçàíà.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ F (b)− F (a) = F (x)
∣∣∣b
a
, òîãäà

b∫
a

f(x) dx = F (x)
∣∣∣b
a
= F (b)− F (a).
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Ïðèìåð 3.2.1. Âû÷èñëèì îïðåäåëåííûé èíòåãðàë

2∫
0

x2dx =
x3

3

∣∣∣∣2
0

=
8

3
− 0 =

8

3
.

Ïðèìåð 3.2.2.

2∫
0

exdx = ex
∣∣∣2
0
= e2 − e0 = e2 − 1.

Ïðèìåð 3.2.3.

2∫
0

dx

4 + x2
=

1

2
arctg

x

2

∣∣∣2
0
=

1

2
arctg 1− 1

2
arctg 0 =

1

2

(π
4
− 0
)
=
π

8
.

Ïðèìåð 3.2.4.

5∫
2

dx

2x+ 3
=

1

2

5∫
2

d(2x+ 3)

2x+ 3
=

1

2
ln |2x+ 3|

∣∣∣5
2
=

1

2
ln 13− 1

2
ln 7 =

1

2
ln

13

7
.

3.2.2. Çàìåíà ïåðåìåííîé â îïðåäåëåííîì èíòåãðàëå

Òåîðåìà 3.2.3. Ïóñòü äàí èíòãðàë

b∫
a

f(x) dx,

ãäå ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a, b]. Åñëè x = φ(t) è âûïîëíÿ-
åòñÿ

1. φ(α) = a, φ(β) = b, a 6 ϕ(t) 6 b,
2. φ(t) è φ′(t) íåïðåðûâíû íà îòðåçêå [α, β],
3. f(φ(t)) îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [α, β], òî

b∫
a

f(x) dx =

β∫
α

f(φ(t))φ′(t) dt.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè F (x) ïåðâîîáðàçíàÿ ôóíêöèè f(x), òî∫
f(x) dx = F (x) + C.
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Ïî ôîðìóëå çàìåíû ïåðåìåííîé â íåîïðåäåëåííîì èíòåãðàëå èìååì∫
f(φ(t))φ′(t) dt = F (φ(t)) + C.

Òîãäà
b∫
a

f(x) dx = F (b)− F (a),

à
β∫
α

f(φ(t))φ′(t) dt = F (φ(t))|βα = F (φ(β))− F (φ(α)) = F (b)− F (a).

Òàê êàê ðàâíû ïðàâûå ÷àñòè äâóõ ïîñëåäíèõ ðàâåíñòâ, òî ðàâíû è ëåâûå.
Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ïðèìåð 3.2.5.

9∫
4

√
xdx

1 +
√
x
=

∣∣∣∣∣∣∣∣
x = t2 dx = 2t dt
t =

√
x

a = 4 α =
√
4 = 2

b = 9 β =
√
9 = 3

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 2

3∫
2

t2dt

1 + t
=

= 2

3∫
2

(
t− 1 +

1

t+ 1

)
dt =

(
t2 − 2t+ 2 ln |t+ 1|

)∣∣∣3
2
=

= 9− 6 + 2 ln 4− 4 + 4− 2 ln 3 = 3 + 2 ln
4

3
.

Ïðèìåð 3.2.6.

2∫
0

√
4− x2dx =

∣∣∣∣∣∣∣∣
x = 2 sin t t = arcsin x

2
dx = 2 cos t dt

a = 0 α = arcsin 0 = 0
b = 2 β = arcsin 1 = π

2

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

=

π
2∫

0

√
4− 4 sin2 t · 2 cos t dt = 4

π
2∫

0

cos2 t dt = 4

π
2∫

0

1 + cos 2t

2
dt =

= 2

π
2∫

0

(1 + cos 2t) dt = 2t
∣∣∣π2
0
+ sin 2t

∣∣∣π2
0

= π + 0 = π.
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3.2.3. Èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì â îïðåäåëåííîì èíòåãðàëå

Òåîðåìà 3.2.4. Ïóñòü u(x) è v(x) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûå
ôóíêöèè íà îòðåçêå [a, b], òîãäà

b∫
a

u(x) · v′(x) dx = u(x) · v(x)
∣∣∣b
a
−

b∫
a

u′(x) · v(x) dx,

èëè
b∫
a

u dv = u · v
∣∣∣b
a
−

b∫
a

v du.

Äîêàçàòåëüñòâî.Äëÿ äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé ñïðàâåäëèâî ðàâåí-
ñòâî

(u · v)′ = u′v + v′u.

Ïðîèíòåãðèðóåì îáå ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà íà îòðåçêå [a, b], ïîëó÷èì

b∫
a

(u · v)′dx =

b∫
a

u′v dx+

b∫
a

v′u dx.

Òàê êàê
b∫
a

(u · v)′dx = u · v
∣∣∣b
a

è u′dx = du, v′dx = dv, òî ìû ïîëó÷èì

b∫
a

u dv = u · v
∣∣∣b
a
−

b∫
a

v du.

Ïðèìåð 3.2.7.
π
2∫

0

x · cosx dx =

∣∣∣∣ u = x dv = cosxdx
du = dx v = sinx

∣∣∣∣ =

= x · sinx
∣∣∣π2
0
−

π
2∫

0

sinx dx =
π

2
+ cosx

∣∣∣π2
0

=
π

2
− 1.
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�O a b x

y
f(x)

Ðèñ. 3.3.

O a b x

y
g(x)

f(x)

Ðèñ. 3.4.

Ïðèìåð 3.2.8.

1∫
0

x · arctg x dx =

∣∣∣∣∣∣
u = arctg x dv = x dx

du =
dx

1 + x2
v =

x2

2

∣∣∣∣∣∣ =

=
x2

2
arctg x

∣∣∣∣1
0

− 1

2

1∫
0

x2dx

1 + x2
=
π

8
− 1

2

1∫
0

(x2 + 1− 1) dx

1 + x2
=

=
π

8
− 1

2

1∫
0

dx+
1

2

1∫
0

dx

1 + x2
=

=
π

8
− 1

2
x
∣∣∣1
0
+

1

2
arctg x

∣∣∣1
0
=
π

8
− 1

2
+
π

8
=
π

4
− 1

2
.

3.3. Ïðèëîæåíèÿ îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà

3.3.1. Âû÷èñëåíèå ïëîùàäåé ïëîñêèõ ôèãóð â
ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò

1. Ïóñòü íà îòðåçêå [a, b, ] çàäàíà íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ f(x) > 0
(ðèñ. 3.3). Òîãäà ïëîùàäü êðèâîëèíåéíîé òðàïåöèè, îãðàíè÷åííîé êðè-
âîé y = f(x), îñüþ OX è ïðÿìûìè x = a, x = b, ðàâíà

S =

b∫
a

f(x) dx.
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Åñëè ôóíêöèÿ f(x) 6 0 íà îòðåçêå [a, b], òî
b∫
a

f(x) dx 6 0. Òîãäà ïëî-

ùàäü êðèâîëèíåéíîé òðàïåöèè áóäåò ðàâíà

S = −
b∫
a

f(x) dx.

2. Â ñëó÷àå, êîãäà f(x) êîíå÷íîå ÷èñëî ðàç ìåíÿåò çíàê íà îòðåçêå
[a, b], ïëîùàäü êðèâîëèíåéíîé òðàïåöèè, îãðàíè÷åííîé êðèâîé y = f(x),
ïðÿìûìè x = a, x = b è y = 0, áóäåò ñîñòîÿòü èç ñóììû èíòåãðàëîâ, âçÿòûõ
ñî çíàêîì "+ åñëè ôóíêöèÿ f(x) > 0 íà ñîîòâåòñòâóþùåì îòðåçêå, è ñî
çíàêîì "− åñëè ôóíêöèÿ f(x) 6 0 íà ñîîòâåòñòâóþùåì îòðåçêå. Íàïðèìåð,
ïëîùàäü ìîæåò áûòü ðàâíà

S =

a1∫
a

f(x) dx−
a2∫
a1

f(x) dx+

b∫
a2

f(x) dx,

åñëè ôóíêöèÿ f(x) ïîëîæèòåëüíà íà îòðåçêàõ [a, a1] è [a2, b], è îòðèöàòåëü-
íà íà îòðåçêå [a1, a2].

Ïðèìåð 3.3.1. Âû÷èñëèòü ïëîùàäü S ôèãóðû, îãðàíè÷åííîé êðèâûìè
y = sinx, y = 0 ïðè 0 6 x 6 2π. Ïîëó÷èì

S =

π∫
0

sinx dx−
2π∫
π

sinx dx = − cosx
∣∣∣π
0
+ cosx

∣∣∣2π
π

= 1 + 1 + 1 + 1 = 4.

3. Âû÷èñëèì ïëîùàäü ïëîñêîé ôèãóðû, îãðàíè÷åííîé êðèâûìè y =
f(x), y = g(x), ïðÿìûìè x = a, x = b, ïðè÷åì g(x) > f(x) íà îòðåçêå [a, b]
(ðèñ. 3.4). Òîãäà

S =

b∫
a

g(x) dx−
b∫
a

f(x) dx =

b∫
a

(g(x)− f(x)) dx.

4. Âû÷èñëèì ïëîùàäü ïëîñêîé ôèãóðû, îãðàíè÷åííîé íà îòðåçêå [a, b]
êðèâîé y = f(x) > 0, íà îòðåçêå [b, c] êðèâîé y = g(x) > 0, ïðè÷åì f(b) =
g(b), è ïðÿìûìè x = a, x = c, y = 0 (ðèñ. 3.5). Ïîëó÷èì

S =

b∫
a

f(x) dx+

c∫
b

g(x) dx.
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�O x

y

1

1

2

3
√
x

3x

Ðèñ. 3.6.

Ïðèìåð 3.3.2. Íàéòè ïëîùàäü ôèãóðû (ðèñ. 3.6), îãðàíè÷åííîé êðè-
âûìè y2 = 9x è y = 3x. Íàéäåì òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ êðèâûõ y = 3

√
x è

y = 3x:

3
√
x = 3x, x2 − x = 0.

Ïîëó÷èì x1 = 0, x2 = 1.

Òîãäà

S =

1∫
0

(
√
9x− 3x) dx =

(
6x

3
2

3
− 3x2

2

)∣∣∣∣∣
1

0

= 2− 3

2
=

1

2
.

3.3.2. Ïëîùàäü êðèâîëèíåéíîé òðàïåöèè, îãðàíè÷åííîé
êðèâîé, çàäàííîé â ïàðàìåòðè÷åñêîé ôîðìå

Ïóñòü êðèâîëèíåéíàÿ òðàïåöèÿ îãðàíè÷åíà çàìêíóòîé êðèâîé, çàäàí-
íîé ïàðàìåòðè÷åñêèì óðàâíåíèåì{

x = φ(t),
y = ψ(t), α 6 t 6 β.

Ïóñòü ýòà ïàðàìåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ îïðåäåëÿåò ÿâíóþ ôóíêöèþ y = f(x)
è φ(α) = a, φ(β) = b, òîãäà

S =

b∫
a

f(x) dx =

b∫
a

y dx =

∣∣∣∣ x = φ(t) y = ψ(t)
dx = φ′(t) dt

∣∣∣∣ =
β∫
α

ψ(t)φ′(t) dt.

Ïðèìåð 3.3.3. Íàéòè ïëîùàäü ôèãóðû (ðèñ. 3.7), îãðàíè÷åííîé îäíîé
àðêîé öèêëîèäû {

x = a(t− sin t),
y = a(1− cos t), 0 6 t 6 2π,

113



�o x2πa

y

1

2

Ðèñ. 3.7.

è ïðÿìîé y = 0. Íàéäåì x′ = a(1− cos t), òîãäà

S =

2π∫
0

a(1− cos t)a(1− cos t) dt = a2
2π∫
0

(1− 2 cos t+ cos2 t) dt =

= a2
2π∫
0

(
3

2
− 2 cos t+

cos 2t

2

)
dt =

3a2

2
t
∣∣∣2π
0

−2a2 sin t
∣∣∣2π
0

+
a2 sin 2t

4

∣∣∣2π
0

= 3a2π.

3.3.3. Ïëîùàäü êðèâîëèíåéíîãî ñåêòîðà â ïîëÿðíîé ñèñòåìå
êîîðäèíàò

Ïîëÿðíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò çàäàåòñÿ íà÷àëîì êîîðäèíàò � òî÷êîé
O è ïîëÿðíîé ïîëóîñüþ, âûõîäÿùåé èç òî÷êè O. Êîîðäèíàòû òî÷êè M
íà ïëîñêîñòè çàäàþòñÿ äëèíîé ρ ðàäèóñà-âåêòîðà è óãëîì íàêëîíà φ
ðàäèóñà- âåêòîðà ê ïîëÿðíîé îñè. Ðàññìîòðèì êðèâóþ, çàäàííóþ íåïðå-
ðûâíîé ôóíêöèåé ρ = f(φ), α 6 φ 6 β â ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò.

Íàéäåì ïëîùàäü êðèâîëèíåéíîãî ñåêòîðà�o β α θi

ρ = f(φ)

Ðèñ. 3.8.

OAB, îãðàíè÷åííîãî êðèâîé ρ = f(φ) è ðàäèóñ-
âåêòîðàìè φ = α è φ = β (ðèñ. 3.8).

1. Ðàçîáüåì äàííûé ñåêòîð ðàäèóñ-
âåêòîðàìè α = φ0 < φ1 < φ2 < . . . < φn = β.

2. Îáîçíà÷èì ∆φj = φj − φj−1, j =
1, 2, . . . , n, óãëû ìåæäó ðàäèóñ-âåêòîðàìè.

3. Âîçüìåì óãîë θj ∈ [φj−1, φj ].
4. Âû÷èñëèì ρj = f(θj) äëèíó ðàäèóñ-

âåêòîðà, ñîîòâåòñòâóþùåãî óãëó θj .
5. Âû÷èñëèì ïëîùàäü êðóãîâîãî ñåêòîðà ñ ðàäèóñîì ρj è öåíòðàëüíûì

óãëîì ∆φj

∆Sj =
1

2
ρ2j∆φj .
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B

a x1 x2 xi b x

y

Ðèñ. 3.10.

6. Ñîñòàâèì èíòåãðàëüíóþ ñóììó

Sn =
1

2

n∑
j=1

ρ2j∆φj =
1

2

n∑
j=1

(f(θj))
2∆φj ,

êîòîðàÿ äàåò ïëîùàäü ñòóïåí÷àòîãî ñåêòîðà.
Ïîñêîëüêó ρ = f(φ) íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, òî ñóùåñòâóåò ïðåäåë èí-

òåãðàëüíîé ñóììû

lim
max∆φj→0

1

2

n∑
j=1

(f(θj))
2∆φj =

1

2

n∑
j=1

ρ2j∆φj =
1

2

β∫
α

(ρ(φ))2 dφ.

Òàêèì îáðàçîì, ïëîùàäü êðèâîëèíåéíîãî ñåêòîðà ðàâíà

S =
1

2

β∫
α

(ρ(φ))2 dφ.

Ïðèìåð 3.3.4. Âû÷èñëèòü ïëîùàäü ôèãóðû, îãðàíè÷åííîé êðèâîé ρ =
a
√
cos 2φ (ðèñ. 3.9). Ýòà ôèãóðà � äâóõëåïåñòêîâàÿ ðîçà, ïëîùàäü áóäåì

èñêàòü ïî íàèìåíüøåé ñèììåòðè÷íîé ÷àñòè. Òîãäà S =
4

2

π
4∫
0

a2 cos 2φdφ =

a2 sin 2φ
∣∣∣π4
0

= a2.

3.3.4. Äëèíà äóãè êðèâîé

Íàéäåì äëèíó äóãè êðèâîé AB â ïðÿìîóãîëüíûõ êîîðäèíàòàõ. Ïóñòü
êðèâàÿ AB çàäàíà ôóíêöèåé y = f(x), íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé íà
îòðåçêå [a, b] è A = f(a), B = f(b) (ðèñ. 3.10).
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1. Âîçüìåì ðàçáèåíèå îòðåçêà [a, b] íà n ÷àñòåé òî÷êàìè

a = x0 < x1 < x2 < . . . < xn = b,

èì ñîîòâåòñòâóþò òî÷êè íà êðèâîé

A = f(a), M1 = f(x1), . . . ,Mj = f(xj), . . . , B = f(b).

2. Ïðîâåäåì õîðäû AM1, M1M2,. . . ,Mn−1B. Äëèíû ýòèõ õîðä îáîçíà-
÷èì ∆l1, ∆l2,. . . ,∆ln.

3. Íàéäåì äëèíó ëîìàíîé AM1M2 . . .Mj . . . B:

Ln =
n∑
j=1

∆lj .

Îïðåäåëåíèå 3.3.1. Äëèíîé L äóãè êðèâîé íàçûâàåòñÿ ïðåäåë, ê êî-
òîðîìó ñòðåìèòñÿ äëèíà âïèñàííîé ëîìàíîé, êîãäà äëèíà åå íàèáîëüøåãî
çâåíà ñòðåìèòñÿ ê íóëþ:

L = lim
max∆lj→0

n∑
j=1

∆lj . (3.2)

Òåîðåìà 3.3.1. Åñëè ôóíêöèÿ y = f(x) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà
íà îòðåçêå [a, b], òî ïðåäåë (3.2) ñóùåñòâóåò è äëèíà äóãè êðèâîé ðàâíà

L =

b∫
a

√
1 + (f ′(x))2 dx.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ ∆yj = f(xj) − f(xj−1), òîãäà ïî

òåîðåìå Ïèôàãîðà ∆lj =
√
(∆xj)2 + (∆yj)2 =

√
1 +

(
∆yj
∆xj

)2

∆xj . Ïî òåî-

ðåìå Ëàãðàíæà èìååì

∆yj
∆xj

=
f(xj)− f(xj−1)

xj − xj−1
= f ′(ξj),

ãäå ξj ∈ [xj−1, xj ]. Ïîýòîìó ∆lj =
√
1 + (f ′(ξj))2∆xj . Òîãäà

Ln =
n∑
j=1

√
1 + (f ′(ξj))2∆xj .
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Ðèñ. 3.11.

Ïîñêîëüêó f ′(x) íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, òî ïðåäåë èíòåãðàëüíûõ ñóìì Ln
ñóùåñòâóåò è

L = lim
max∆x→0

n∑
j=1

√
1 + (f ′(ξj))2∆xj =

b∫
a

√
1 + (f ′(x))2 dx.

Ïðèìåð 3.3.5. Íàéòè äëèíó äóãè ïîëóêóáè÷åñêîé ïàðàáîëû y2 = x3

îò íà÷àëà êîîðäèíàò äî òî÷êè x = 5 (ðèñ. 3.11). Ïîñêîëüêó y = x
3
2 , òî

y′ = 3
2x

1
2 . Òîãäà

L =

5∫
0

√
1 +

9

4
x dx =

4

9

5∫
0

(
1 +

9

4
x

) 1
2

d

(
9

4
x+ 1

)
=

=
8

27

(
1 +

9

4
x

) 3
2 ∣∣∣5

0
=

8

27

(
49

4

) 3
2

− 8

27
=

335

27
.

Äëèíà äóãè êðèâîé, çàäàííîé ïàðàìåòðè÷åñêè

Ïóñòü çàäàíà êðèâàÿ{
x = φ(t),
y = ψ(t), α 6 t 6 β,

ãäå ôóíêöèè φ(t) è ψ(t) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû íà îòðåçêå [α, β] è
φ′(t) ̸= 0 íà ýòîì îòðåçêå. Íàéäåì äëèíó äóãè ýòîé êðèâîé:

L =

b∫
a

√
1 + (y′x)

2 dx =

∣∣∣∣∣∣
x = φ(t) dx = φ′(t) dt

y = ψ(t) y′x(t) =
ψ′(t)

φ′(t)

∣∣∣∣∣∣ =
=

β∫
α

√
1 +

(
ψ′(t)

φ′(t)

)2

φ′(t) dt =

β∫
α

√
(φ′(t))2 + (ψ′(t))2 dt.
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Ïðèìåð 3.3.6. Íàéòè äëèíó äóãè îäíîé àðêè öèêëîèäû (ðèñ. 3.7){
x = a(t− sin t)
y = a(1− cos t), 0 6 t 6 2π.

Íàéäåì x′ = a(1− cos t) è y′ = a sin t, òîãäà äëèíà äóãè ðàâíà

L =

2π∫
0

√
a2(1− 2 cos t+ cos2 t+ sin2 t) dt = a

2π∫
0

√
2(1− cos t) dt =

= a

2π∫
0

√
2 · 2 sin2 t

2
dt = 2a

2π∫
0

sin
t

2
dt = −4a cos

t

2

∣∣∣2π
0

= 4a+ 4a = 8a.

Äëèíà äóãè êðèâîé â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ

Ïóñòü çàäàíà êðèâàÿ â ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ρ = ρ(φ) è α 6 φ 6
β. Òîãäà â ïàðàìåòðè÷åñêîì âèäå êðèâàÿ áóäåò çàäàâàòüñÿ óðàâíåíèÿìè{

x = ρ(φ) cosφ
y = ρ(φ) sinφ.

Âû÷èñëèì x′ = ρ′(φ) cosφ − ρ(φ) sinφ è y′ = ρ′(φ) sinφ + ρ(φ) cosφ.
Òîãäà

(x′)2 + (y′)2 = (ρ′)2 cos2 ϕ− 2ρ′ρ cosφ sinφ+ ρ2 sin2 φ+ (ρ′)2 sin2 φ+

+2ρ′ρ sinφ cosφ+ ρ2 cos2 φ =

= (ρ′)2(cos2 φ+ sin2 φ) + ρ2(cos2 φ+ sin2 φ) = (ρ′)2 + ρ2.

Ïîëó÷àåì ôîðìóëó äëèíû äóãè â ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò

L =

β∫
α

√
(ρ′(φ))2 + (ρ(φ))2 dφ.

Ïðèìåð 3.3.7. Íàéòè äëèíó êàðäèîèäû ρ = 1 + cosφ. Ïîñòðîèì ýòó
êðèâóþ (ðèñ. 3.12). Íàéäåì ρ′ = − sinφ. Òîãäà

L = 2

π∫
0

√
sin2 φ+ 1 + 2 cosφ+ cos2 φdφ =

= 2

π∫
0

√
2 + 2 cosφdφ = 2

π∫
0

√
4

(
1 + cosφ

2

)
dφ =
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Ðèñ. 3.12.
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Ðèñ. 3.13.

= 4

π∫
0

√
cos2

φ

2
dφ = 8

π∫
0

cos
φ

2
d
φ

2
= 8 sin

φ

2

∣∣∣π
0
= 8.

3.3.5. Âû÷èñëåíèå îáúåìà òåë ïî ïëîùàäÿì ïàðàëëåëüíûõ
ñå÷åíèé

Ïóñòü åñòü òåëî T è èçâåñòíà ïëîùàäü S ëþáîãî ñå÷åíèÿ ýòîãî òåëà
ïëîñêîñòüþ, ïåðïåíäèêóëÿðíîé îñè OX (ðèñ. 3.13) Ýòà ïëîùàäü S áóäåò
çàâèñåòü îò êîîðäèíàòû x, ïîýòîìó S = S(x). Ïóñòü S(x) � íåïðåðûâíàÿ
ôóíêöèÿ íà îòðåçêå [a, b]. Âû÷èñëèì èíòåãðàëüíóþ ñóììó.

1. Ïðîâåäåì ïëîñêîñòè x = x0 = a, x = x1, . . . , x = xn = b. Ýòè
ïëîñêîñòè ðàçîáüþò òåëî T íà ñëîè.

2. Âûáåðåì òî÷êè ξj ∈ [xj−1, xj ], j = 1, 2, . . . , n.
3. Âû÷èñëèì ∆xj = xj − xj−1.
4. Ïîñòðîèì öèëèíäðû: ñ îñíîâàíèåì, ÿâëÿþùèìñÿ ñå÷åíèåì òåëà T

ïëîñêîñòüþ x = ξj è âûñîòîé ∆xj .
5. Íàéäåì îáúåì j öèëèíäðà Vj = S(ξj)∆xj .

6. Íàéäåì îáúåì âñåõ öèëèíäðîâ Vn =
n∑
j=1

S(ξj)∆xj .

Ïîñêîëüêó S(x) � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, òî ñóùåñòâóåò ïðåäåë èíòå-
ãðàëüíûõ ñóìì Vn, è îí ðàâåí îáúåìó òåëà T :

V = lim
max∆xj→0

Vn = lim
max∆xj→0

n∑
j=1

S(ξj)∆xj =

b∫
a

S(x) dx.

Îáúåì òåëà âðàùåíèÿ
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Ðèñ. 3.14.

Ðàññìîòðèì òåëî T , îáðàçîâàííîå âðàùåíèåì âîêðóã îñè OX êðèâîëè-
íåéíîé òðàïåöèè, îãðàíè÷åííîé êðèâîé y = f(x), ïðÿìûìè y = 0, x = a,
x = b (ðèñ. 3.14). Òîãäà ïðîèçâîëüíîå ñå÷åíèå ýòîãî òåëà ïëîñêîñòüþ, ïåð-
ïåíäèêóëÿðíîé îñè OX, åñòü êðóã, è åãî ïëîùàäü áóäåò ðàâíà

S(x) = π(f(x))2.

Ïîýòîìó îáúåì òåëà T ðàâåí

VOX = π

b∫
a

(f(x))2 dx.

Ïðèìåð 3.3.8. Íàéòè îáúåì òåëà, ïîëó÷åííîãî âðàùåíèåì âîêðóã îñè
OX êðèâîé y =

√
x ïðè 2 6 x 6 4. Èìååì

VOX = π

4∫
2

x dx = π
x2

2

∣∣∣4
2
= 8π − 2π = 6π.

Ñîñòàâëåíèåì ñïåöèàëüíîé èíòåãðàëüíîé ñóììû ìîæíî ïîëó÷èòü îáú-
åì òåëà, ïîëó÷åííîãî âðàùåíèåì êðèâîëèíåéíîé òðàïåöèè, êîòîðàÿ îãðà-
íè÷åíà êðèâîé y = f(x), ïðÿìûìè y = 0, x = a, x = b, âîêðóã îñè OY , à
èìåííî,

VOY = 2π

b∫
a

x · |f(x)| dx.
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3.4. Íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû

3.4.1. Íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû ñ áåñêîíå÷íûìè ïðåäåëàìè
èíòåãðèðîâàíèÿ

Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà íà ëó÷å x ∈ [a,+∞).
Ðàññìîòðèì èíòåãðàë

I(b) =
b∫
a

f(x) dx.

Ôóíêöèÿ I(b) îïðåäåëåíà äëÿ ëþáîãî b ∈ [a,+∞) è ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé
ôóíêöèåé íà ýòîì ïðîìåæóòêå.

Îïðåäåëåíèå 3.4.1. Åñëè ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë

lim
b→+∞

b∫
a

f(x) dx,

òî îí íàçûâàåòñÿ íåñîáñòâåííûì èíòåãðàëîì îò ôóíêöèè f(x) íà èíòåð-
âàëå [a,+∞)(íåñîáñòâåííûì èíòåãðàëîì ïåðâîãî òèïà) è îáîçíà÷àåòñÿ

+∞∫
a

f(x) dx,

ò.å.
+∞∫
a

f(x) dx = lim
b→+∞

b∫
a

f(x) dx.

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû:

b∫
−∞

= lim
a→−∞

b∫
a

f(x) dx,

+∞∫
−∞

f(x) dx = lim
a→−∞

b→+∞

b∫
a

f(x) dx.

Îïðåäåëåíèå 3.4.2. Åñëè êîíå÷íûé ïðåäåë ñóùåñòâóåò, òî íåñîá-
ñòâåííûé èíòåãðàë íàçûâàåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ, åñëè êîíå÷íûé ïðåäåë íå ñó-
ùåñòâóåò, òî íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë íàçûâàåòñÿ ðàñõîäÿùèìñÿ.
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�oa x

y

f(x)

Ðèñ. 3.15.

Ïóñòü f(x) > 0, òîãäà íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë
+∞∫
a

f(x) dx âûðàæàåò

ïëîùàäü íåîãðàíè÷åííîé ôèãóðû, çàäàâàåìîé êðèâîé y = f(x) è ïðÿìûìè
y = 0, x = a (ðèñ. 3.15)

Ïðèìåð 3.4.1. Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü èíòåãðàë

+∞∫
0

dx

x2 + 2x+ 2
= lim
b→+∞

b∫
0

dx

(x+ 1)2 + 1
=

= lim
b→+∞

arctg(x+ 1)
∣∣b
0
= lim
b→+∞

(arctg(b+ 1)− arctg 1) =
π

2
− π

4
=
π

4
.

Ïîýòîìó äàííûé èíòåãðàë ñõîäèòñÿ.

Ïðèìåð 3.4.2. Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü èíòåãðàë
+∞∫
1

dx

xα
.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà α ̸= 1, òîãäà

+∞∫
1

dx

xα
= lim
b→+∞

b∫
1

x−αdx = lim
b→+∞

x1−α

1− α

∣∣∣b
1
=

= lim
b→+∞

[
b1−α

1− α
− 1

1− α

]
=

{ 1

α− 1
, α > 1,

+∞ α < 1.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé α = 1

+∞∫
1

dx

x
= lim
b→+∞

lnx
∣∣b
1
= lim
b→+∞

ln b = +∞.

Ïîýòîìó äàííûé èíòåãðàë ðàñõîäèòñÿ ïðè α 6 1 è ñõîäèòñÿ ïðè α > 1.
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Ïðèìåð 3.4.3. Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü

+∞∫
0

xe−x
2

dx = lim
b→+∞

b∫
0

xe−x
2

dx = lim
b→+∞

−1

2

b∫
0

e−x
2

d(−x2)

 =

= lim
b→+∞

(
−1

2
e−x

2
∣∣∣b
0

)
= lim
b→+∞

(
−1

2
e−b

2

+
1

2

)
=

1

2
.

Ïîñêîëüêó lim
b→+∞

e−b
2

= 0, òî äàííûé èíòåãðàë ñõîäèòñÿ.

Òåîðåìà 3.4.1. Åñëè äëÿ ëþáîãî x ∈ [a,+∞) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåí-
ñòâî

0 6 f(x) 6 φ(x) è èíòåãðàë
+∞∫
a

φ(x) dx ñõîäèòñÿ, òî èíòåãðàë
+∞∫
a

f(x) dx

òàêæå ñõîäèòñÿ è âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

+∞∫
a

f(x) dx 6
+∞∫
a

φ(x) dx.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó äëÿ îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà âåðíî íåðà-
âåíñòâî

b∫
a

f(x) dx 6
b∫
a

φ(x) dx,

òî, ïðèìåíÿÿ ïðåäåëüíûé ïåðåõîä, ïîëó÷èì

+∞∫
a

f(x) dx = lim
b→+∞

b∫
a

f(x) dx 6 lim
b→+∞

b∫
a

φ(x) dx =

+∞∫
a

φ(x) dx < +∞.

Ïðèìåð 3.4.4. Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü èíòåãðàë

+∞∫
1

dx

x2(1 + lnx)
.

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ [1,+∞) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
1

x2(1 + lnx)
6 1

x2
. È ïîñêîëüêó èíòåãðàë

+∞∫
1

dx

x2
= lim
b→+∞

(
− 1

x

) ∣∣∣∣b
1

= lim
b→+∞

(
−1

b
+ 1

)
= 1
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ñõîäèòñÿ, òî ñõîäèòñÿ è èñõîäíûé èíòåãðàë

+∞∫
1

dx

x2(1 + lnx)
< 1.

Òåîðåìà 3.4.2. Åñëè äëÿ ëþáîãî x ∈ [a,+∞) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåí-
ñòâî

0 6 φ(x) 6 f(x) è èíòåãðàë
+∞∫
a

φ(x) dx ðàñõîäèòñÿ, òî èíòåãðàë

+∞∫
a

f(x) dx òàêæå ðàñõîäèòñÿ.

Ïðèìåð 3.4.5. Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü èíòåãðàë

+∞∫
1

x+ 2
3
√
x5

dx.

Ïîñêîëüêó äëÿ x ∈ [1,+∞) âûïîëíÿåòñÿ
x+ 2
3
√
x5

>
x

3
√
x5

=
1

3
√
x2
, à èíòåãðàë

+∞∫
1

dx
3
√
x2

= lim
b→+∞

3 3
√
x
∣∣∣+∞

1
= +∞

ðàñõîäèòñÿ, òî è èñõîäíûé èíòåãðàë
+∞∫
1

(x+ 2) dx
3
√
x5

ðàñõîäèòñÿ.

Òåîðåìà 3.4.3. Åñëè èíòåãðàë
+∞∫
a

|f(x)| dx ñõîäèòñÿ, òî ñõîäèòñÿ è

èíòåãðàë
+∞∫
a

f(x) dx.

Îïðåäåëåíèå 3.4.3. Åñëè èíòåãðàë
+∞∫
a

|f(x)| dx ñõîäèòñÿ, òî èíòå-

ãðàë
+∞∫
a

f(x) dx íàçûâàåòñÿ àáñîëþòíî ñõîäÿùèìñÿ.

Ïðèìåð 3.4.6. Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü èíòåãðàë

+∞∫
1

cosx

x2
dx.
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Ïîñêîëüêó
∣∣∣cosx
x2

∣∣∣ 6 1

x2
ïðè x ∈ [1,+∞), à èíòåãðàë

+∞∫
1

dx

x2
= 1 ñõîäèòñÿ, òî

ñõîäèòñÿ èíòåãðàë
+∞∫
1

∣∣∣cosx
x2

∣∣∣ dx, à ïîýòîìó èñõîäíûé èíòåãðàë +∞∫
1

cosx

x2
dx

ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî.

3.4.2. Íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë îò íåîãðàíè÷åííîé ôóíêöèè

Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà íà èíòåðâàëå [a, c) è ïðè
x = c ôóíêöèÿ ëèáî ðàçðûâíà, ëèáî íå îïðåäåëåíà. Òîãäà îïðåäåëåííûé
èíòåãðàë íà îòðåçêå [a, c] îò ôóíêöèè f(x) ìîæåò íå ñóùåñòâîâàòü.

Îïðåäåëåíèå 3.4.4. Åñëè ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë

lim
b→c−0

b∫
a

f(x) dx,

òî îí íàçûâàåòñÿ íåñîáñòâåííûì èíòåãðàëîì (íåñîáñòâåííûì èíòåãðà-
ëîì âòîðîãî òèïà) îò ðàçðûâíîé â òî÷êå c ôóíêöèè è îáîçíà÷àåòñÿ

c∫
a

f(x) dx = lim
b→c−0

b∫
a

f(x) dx.

Åñëè êîíå÷íûé ïðåäåë ñóùåñòâóåò, òî èíòåãðàë îò ðàçðûâíîé ôóíêöèè
íàçûâàåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå íàçûâàåòñÿ ðàñõîäÿùèìñÿ.
Àíàëîãè÷íî äàþòñÿ îïðåäåëåíèÿ: åñëè ôóíêöèÿ f(x) ðàçðûâíà â òî÷êå a,
òî

c∫
a

f(x) dx = lim
b→a+0

c∫
b

f(x) dx;

åñëè f(x) ðàçðûâíà â òî÷êå b ∈ (a, c), òî

c∫
a

f(x) dx = lim
b1→b−0

b1∫
a

f(x) dx+ lim
b2→b+0

c∫
b2

f(x) dx.

Ïðèìåð 3.4.7. Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü èíòåãðàë
2∫
0

dx√
2− x

dx. Îñî-

áåííîñòü ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè â òî÷êå x = 2, ïîýòîìó

2∫
0

dx√
2− x

dx = lim
b→2−0

b∫
0

dx√
2− x

dx = − lim
b→2−0

2
√
2− x

∣∣b
0
=
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= − lim
b→2−0

(2
√
2− b− 2

√
2) = 2

√
2.

Ñëåäîâàòåëüíî, äàííûé èíòåãðàë ñõîäèòñÿ.

Ïðèìåð 3.4.8. Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü èíòåãðàë
1∫

−1

dx

x2
. Ïîñêîëüêó

îñîáåííîñòü ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè â òî÷êå x = 0, òî

1∫
−1

dx

x2
= lim
b→−0

b∫
−1

dx

x2
+ lim
a→+0

1∫
a

dx

x2
=

= lim
b→−0

(
− 1

x

∣∣∣∣b
−1

)
+ lim
a→+0

(
− 1

x

∣∣∣∣1
a

)
= lim
b→−0

(
−1

b
− 1

)
+ lim
a→+0

(
−1 +

1

a

)
= ∞.

Äëÿ íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ âòîðîãî òèïà âåðíû òåîðåìû î ñðàâíå-
íèè, êàê è äëÿ èíòåãðàëîâ ïåðâîãî òèïà.

Òåîðåìà 3.4.4. Åñëè íà îòðåçêå [a, c] ôóíêöèè f(x) è φ(x) ðàçðûâíû â
òî÷êå c è äëÿ ëþáîãî x ∈ [a, c) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî 0 6 f(x) 6 φ(x)

è èíòåãðàë
c∫
a

φ(x) dx ñõîäèòñÿ, òî ñõîäèòñÿ è èíòåãðàë
c∫
a

f(x) dx.

Òåîðåìà 3.4.5. Åñëè íà îòðåçêå [a, c] ôóíêöèè f(x) è φ(x) ðàçðûâíû â
òî÷êå c è äëÿ ëþáîãî x ∈ [a, c) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî 0 6 f(x) 6 φ(x)

è èíòåãðàë
c∫
a

f(x) dx ðàñõîäèòñÿ, òî ðàñõîäèòñÿ è èíòåãðàë
c∫
a

φ(x) dx.

Òåîðåìà 3.4.6. Åñëè ôóíêöèÿ f(x) ðàçðûâíà â òî÷êå c è èíòåãðàë
c∫
a

|f(x)| dx ñõîäèòñÿ, òî ñõîäèòñÿ è èíòåãðàë
c∫
a

f(x) dx.

Ïðèìåð 3.4.9. Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü èíòåãðàë
c∫
a

dx

(c− x)α
.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà α ̸= 1:

c∫
a

dx

(c− x)α
= lim
b→c−0

b∫
a

dx

(c− x)α
= lim
b→c−0

− (c− x)1−α

1− α

∣∣∣∣b
a

=

= lim
b→c−0

(
− (c− b)1−α

1− α
+

(c− a)1−α

1− α

)
=

 (c− a)1−α

1− α
, α < 1,

∞, α > 1.
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Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà α = 1:

c∫
a

dx

c− x
= lim
b→c−0

b∫
a

dx

c− x
= lim
b→c−0

(− ln(c− x)
∣∣b
a
) =

= lim
b→c−0

(− ln(c− b) + ln(c− a)) = ∞.

Ïîýòîìó äàííûé èíòåãðàë ñõîäèòñÿ ïðè α < 1 è ðàñõîäèòñÿ ïðè α > 1.

Ïðèìåð 3.4.10. Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü èíòåãðàë
1∫
0

dx
3
√
x2 + x2

. Ïî-

ñêîëüêó äëÿ x ∈ (0, 1] âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

0 <
1

3
√
x2 + x2

<
1

3
√
x2
,

à èíòåãðàë
1∫
0

dx
3
√
x2

ñõîäèòñÿ, òàê êàê α =
2

3
, òî èñõîäíûé èíòåãðàë òàêæå

ñõîäèòñÿ.
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Ãëàâà 4

Ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ

4.1. Ïîíÿòèå ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ, ïðåäåë
ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ

Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî Rn = {x = (x1, x2, . . . , xn)}.

Îïðåäåëåíèå 4.1.1. Åñëè êàæäîé òî÷êå (âåêòîðó) x =
(x1, x2, . . . , xn), ïðèíàäëåæàùåé íåêîòîðîìó ìíîæåñòâó D ⊂ Rn, ñîîò-
âåòñòâóåò îïðåäåëåííîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî w, òî áóäåì íàçûâàòü
w� ôóíêöèåé n ïåðåìåííûõ x1, x2, . . . , xn è ïèñàòü w = f(x1, x2, . . . , xn).

Îáîçíà÷èì |x| =
√
x21 + x22 + . . .+ x2n� ìîäóëü âåêòîðà x.

Îïðåäåëåíèå 4.1.2. Îêðåñòíîñòüþ òî÷êè x0 ∈ Rn áóäåì íàçû-
âàòü ìíîæåñòâî Uε(x0) = {x ∈ R : |x − x0| < ε}� ýòî n-ìåðíûé øàð
ðàäèóñà ε ñ öåíòðîì â òî÷êå x0.

Íà ïëîñêîñòè îêðåñòíîñòü òî÷êè � ýòî îòêðûòûé êðóã, â ïðîñòðàíñòâå
R3 � øàð áåç ãðàíèöû.

Â äàëüíåéøåì, â îñíîâíîì, áóäåì ðàññìàòðèâàòü ôóíêöèè äâóõ ïåðå-
ìåííûõ z = f(x, y) è ôóíêöèè òðåõ ïåðåìåííûõ u = f(x, y, z).

Îïðåäåëåíèå 4.1.3. Ïîä îáëàñòüþ íà ïëîñêîñòè R2 áóäåì ïîíè-
ìàòü ÷àñòü ïëîñêîñòè, îãðàíè÷åííîé ëèíèÿìè.

Îïðåäåëåíèå 4.1.4. Ëèíèÿ, îãðàíè÷èâàþùàÿ îáëàñòü D, íàçûâàåòñÿ
ãðàíèöåé ýòîé îáëàñòè. Òî÷êè îáëàñòè, íå ëåæàùèå íà ãðàíèöå, íàçûâà-
þòñÿ âíóòðåííèìè òî÷êàìè îáëàñòè. Îáëàñòü, ñîñòîÿùàÿ èç îäíèõ
âíóòðåííèõ òî÷åê íàçûâàåòñÿ îòêðûòîé. Åñëè ê îáëàñòè îòíîñèòñÿ
ãðàíèöà, òî îáëàñòü íàçûâàåòñÿ çàìêíóòîé.

Â îòêðûòóþ îáëàñòü êàæäàÿ òî÷êà âõîäèò ñ íåêîòîðîé ñâîåé îêðåñò-
íîñòüþ.
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Îïðåäåëåíèå 4.1.5. Îáëàñòü D íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííîé, åñëè
íàéäåòñÿ òàêîå ÷èñëî C, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè (x, y) ∈ D âûïîëíÿåò-

ñÿ
√
x2 + y2 6 C.

Àíàëîãè÷íî, äëÿ ïðîñòðàíñòâà Rn ïîä îáëàñòüþ áóäåì ïîíèìàòü íåêî-
òîðîå òåëî, îãðàíè÷åííîå ïîâåðõíîñòÿìè.

Îïðåäåëåíèå 4.1.6. Ñîâîêóïíîñòü òî÷åê x ∈ Rn, äëÿ êîòîðûõ îïðå-
äåëÿåòñÿ çíà÷åíèå ôóíêöèè w = f(x), íàçûâàåòñÿ îáëàñòüþ îïðåäåëå-
íèÿ ôóíêöèè f(x).

4.1.1. Ãåîìåòðè÷åñêîå èçîáðàæåíèå ôóíêöèè 2-õ ïåðåìåííûõ

Ãðàôèêîì ôóíêöèè z = f(x, y) ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðàÿ ïîâåðõíîñòü â ïðî-
ñòðàíñòâå R3. Ýòî òî÷êè ñ êîîðäèíàòàìè M(x, y, f(x, y)).

Ïðèìåð 4.1.1. Íàïðèìåð, ãðàôèêîì ôóíêöèè z = (x− x0)
2 + (y − y0)

2

ÿâëÿåòñÿ ýëëèïòè÷åñêèé ïàðàáîëîèä (ñì. ðèñ. 4.1).

�
z

y
x

(x0, y0)

Ðèñ. 4.1.

4.1.2. ×àñòíîå è ïîëíîå ïðèðàùåíèÿ ôóíêöèè íåñêîëüêèõ
ïåðåìåííûõ

Íà ïðèìåðå ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ z = f(x, y) ðàññìîòðèì ïîíÿòèÿ
÷àñòíîãî è ïîëíîãî ïðèðàùåíèÿ ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ. Ôóíê-
öèÿ z = f(x, y) çàäàåò ïîâåðõíîñòü â R3. Ïóñòü òî÷êàM(x, y) ïðèíàäëåæèò
ýòîé ïîâåðõíîñòè.

Ðàññìîòðèì ïåðåñå÷åíèå ïîâåðõíîñòè z = f(x, y) ïëîñêîñòüþ y = const,
ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êó M(x, y) (ñì. ðèñ. 4.2). Â ïåðåñå÷åíèè ïîëó÷èì
êðèâóþ PS. Íà ýòîé êðèâîé èçìåíÿåòñÿ òîëüêî ïåðåìåííîå x. Äàäèì ýòîìó
ïåðåìåííîìó ïðèðàùåíèå ∆x, òîãäà ôóíêöèÿ z(x, y) ïîëó÷èò ïðèðàùåíèå

∆xz = f(x+∆x, y)− f(x, y),
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y = const

Q

x = const

M

Ðèñ. 4.2.

íàçûâàåìîå ÷àñòíûì ïðèðàùåíèåì ïî x.
Àíàëîãè÷íî, ïðè x = const, äàâ ïåðåìåííîìó y ïðèðàùåíèå ∆y, ïîëó-

÷èì ÷àñòíîå ïðèðàùåíèå ïî y

∆yz = f(x, y +∆y)− f(x, y).

Åñëè îäíîâðåìåííî äàòü ïðèðàùåíèå ∆x ïî ïåðåìåííîìó x è ïðèðà-
ùåíèå ∆y ïî ïåðåìåííîìó y, òî ïîëó÷èì ïîëíîå ïðèðàùåíèå

∆z = f(x+∆x, y +∆y)− f(x, y).

Àíàëîãè÷íî äàåòñÿ îïðåäåëåíèå ÷àñòíîãî è ïîëíîãî ïðèðàùåíèé äëÿ
ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ, íàïðèìåð, ÷àñòíîå ïðèðàùåíèå ïî ïåðå-
ìåííîìó xi åñòü

∆wxi = f(x1, x2, . . . , xi +∆xi, . . . , xn)− f(x1, x2, . . . , xn),

ãäå âñå ïåðåìåííûå, êðîìå i-îãî, ðàâíû êîíñòàíòàì. Ïîëíîå ïðèðàùåíèå
åñòü

∆w = f(x1 +∆x1, x2 +∆x2, . . . , xn +∆xn)− f(x1, x2, . . . , xn).

4.1.3. Ïðåäåë ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ

Ïóñòü äàíà ôóíêöèÿ w = f(x1, x2, . . . , xn) â îáëàñòè D ⊂ Rn. È ïóñòü
òî÷êà x0 = (x01, x

0
2, . . . , x

0
n) ∈ D. Ðàññìîòðèì δ- îêðåñòíîñòü òî÷êè x0

Uδ(x0) = {x ∈ D : |x− x0| < δ},

ãäå |x− x0| =
√
(x1 − x01)

2 + (x2 − x02)
2 + . . .+ (xn − x0n)

2.
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Îïðåäåëåíèå 4.1.7. ×èñëî b íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ôóíêöèè f(x) =
f(x1, x2, . . . , xn) ïðè x ñòðåìÿùåìñÿ ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì ê x0, åñëè

∀ε > 0 ∃δ > 0 : ∀x : x ∈ Uδ(x0) ⇒ |f(x)− b| < ε

è îáîçíà÷àåòñÿ

lim
x→x0

f(x) = b,

ãäå x ñòðåìèòñÿ ê x0 ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì, îñòàâàÿñü â îêðåñòíîñòè
òî÷êè x0.

4.1.4. Íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ

Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) = f(x1, x2, . . . , xn) îïðåäåëåíà â îáëàñòè D ⊂ Rn.
Îáîçíà÷èì ∆x = (∆x1,∆x2, . . . ,∆xn) ïðèðàùåíèå ïåðåìåííîãî x.

Îïðåäåëåíèå 4.1.8. Ôóíêöèÿ f(x) íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé â
òî÷êå x0 ∈ D, åñëè

1. lim
x→x0

f(x) = f(x0), ãäå òî÷êà x ñòðåìèòñÿ ê x0 ïðîèçâîëüíûì îáðà-

çîì, îñòàâàÿñü â îáëàñòè D ëèáî
2. lim

∆x→0
f(x0 +∆x) = f(x0), ëèáî

3. lim
∆ρ→0

∆f = 0, ãäå ∆ρ =
√
(∆x1)2 + . . .+ (∆xn)2.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè∆ρ→ 0, òî âñå∆xi → 0 ïðè i = 1, 2, . . . , n è íàîáîðîò,
åñëè âñå ∆xi → 0, òî ∆ρ→ 0.

Îïðåäåëåíèå 4.1.9. Òî÷êà x0 íàçûâàåòñÿòî÷êîé ðàçðûâà ôóíêöèè
f(x), åñëè

1. ôóíêöèÿ f(x) íå îïðåäåëåíà â òî÷êå x0, ëèáî
2. ôóíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà â òî÷êå x0, íî íå ñóùåñòâóåò lim

x→x0

f(x),

ëèáî
3. ôóíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà â òî÷êå x0 è ñóùåñòâóåò lim

x→x0

f(x), íî

lim
x→x0

f(x) ̸= f(x0).

4.1.5. Ñâîéñòâà ôóíêöèé, íåïðåðûâíûõ â çàìêíóòîé
îãðàíè÷åííîé îáëàñòè

Òåîðåìà 4.1.1. Åñëè ôóíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà â çàìêíó-
òîé îãðàíè÷åííîé îáëàñòè D ⊂ Rn, òî îíà äîñòèãàåò â ýòîé îáëàñòè
ñâîåãî íàèáîëüøåãî è íàèìåíüøåãî çíà÷åíèé, ò.å.

∃x1, x2 ∈ D : f(x1) > f(x), f(x2) 6 f(x) ∀x ∈ D.
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Òåîðåìà 4.1.2. Åñëè ôóíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà â çàìêíó-
òîé îãðàíè÷åííîé îáëàñòè D ⊂ Rn è åñëè M è m íàèáîëüøåå è íàèìåíü-
øåå çíà÷åíèÿ ýòîé ôóíêöèè â îáëàñòè D, òî äëÿ ëþáîãî ÷èñëà c òàêîãî,
÷òî m < c < M íàéäåòñÿ òî÷êà x0 ∈ D òàêàÿ, ÷òî f(x0) = c.

Òåîðåìà 4.1.3. Åñëè ôóíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà â çàìêíó-
òîé îãðàíè÷åííîé îáëàñòè D ⊂ Rn è ïðèíèìàåò â íåé êàê ïîëîæèòåëü-
íûå, òàê è îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ, òî íàéäåòñÿ òî÷êà x0 ∈ D òàêàÿ,
÷òî f(x0) = 0.

4.2. ×àñòíûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ

Ðàññìîòðèì ïîíÿòèå ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ íà ïðèìåðå ôóíêöèè äâóõ
ïåðåìåííûõ.

Îïðåäåëåíèå 4.2.1. ×àñòíîé ïðîèçâîäíîé ïî x îò ôóíêöèè z =
f(x, y) íàçûâàåòñÿ ïðåäåë îòíîøåíèÿ ÷àñòíîãî ïðèðàùåíèÿ ∆xz ïî x ê
ïðèðàùåíèþ ∆x ïðè ∆x→ 0 è îáîçíà÷àåòñÿ

∂z

∂x
= lim

∆x→0

∆xz

∆x
= lim

∆x→0

f(x+∆x, y)− f(x, y)

∆x
.

Äðóãèå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé ïî ïåðåìåííîìó x:

z′x, f ′x(x, y),
∂f

∂x
.

×àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî x îò ôóíêöèè f(x, y) âû÷èñëÿåòñÿ â ïðåäïî-
ëîæåíèè, ÷òî y = const.

Îïðåäåëåíèå 4.2.2. ×àñòíîé ïðîèçâîäíîé ïî ïåðåìåííîìó y îò
ôóíêöèè z = f(x, y) íàçûâàåòñÿ ïðåäåë îòíîøåíèÿ ÷àñòíîãî ïðèðàùåíèÿ
∆yz ïî y ê ïðèðàùåíèþ ∆y, êîãäà ∆y → 0

∂z

∂y
= lim

∆y→0

∆yz

∆y
= lim

∆y→0

f(x, y +∆y)− f(x, y)

∆y
.

Äðóãèå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé ïî ïåðåìåííîìó y:

z′y, f ′y(x, y),
∂f

∂y
.

×àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî y îò ôóíêöèè z = f(x, y) âû÷èñëÿåòñÿ â ïðåä-
ïîëîæåíèè, ÷òî x = const.

Ïðèìåð 4.2.1. Íàéòè ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè z = x3 sin y.

z′x = 3x2 sin y, z′y = x3 cos y.
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Ïðèìåð 4.2.2. Íàéòè ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè z = tg(x2y3).

z′x =
2xy3

cos2(x2y3)
, z′y =

3x2y2

cos2(x2y3)
.

×àñòíûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè áîëüøåãî ÷èñëà ïåðåìåííûõ îïðåäå-
ëÿþòñÿ àíàëîãè÷íî. Íàïðèìåð, ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî ïåðåìåííîìó x îò
ôóíêöèè òðåõ ïåðåìåííûõ u = f(x, y, z, ) âû÷èñëÿåòñÿ â ïðåäïîëîæåíèå,
÷òî äâà äðóãèõ ïåðåìåííûõ y è z êîíñòàíòû.

Ïðèìåð 4.2.3. Íàéòè âñå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè u = (xy2)z.

u′x = zxz−1y2z, u′y = xz2zy2z−1, u′z = (xy2)z ln(xy2).

4.2.1. Ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ

Ïóñòü äàíà ôóíêöèÿ äâóõ ïåðåìåííûõ z = f(x, y), çàäàþùàÿ íåêîòî-
ðóþ ïîâåðõíîñòü â ïðîñòðàíñòâå R3 è òî÷êà M ïðèíàäëåæèò ýòîé ïîâåðõ-
íîñòè. Ïðîâåäåì ïëîñêîñòü y = const ÷åðåç òî÷êó M , òîãäà â ñå÷åíèè ñ
ïîâåðõíîñòüþ ïîëó÷èì êðèâóþ PS.

×àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ
∂z

∂x
(M) â òî÷êå M ðàâíà òàíãåíñó óãëà íàêëî-

íà, îáðàçîâàííîãî êàñàòåëüíîé, ïðîâåäåííîé â òî÷êå M ê êðèâîé PS, ñ
ïîëîæèòåëüíûì íàïðàâëåíèåì îñè OX.

Àíàëîãè÷íî, ïóñòü ÷åðåç òî÷êóM ïðîâåäåíà ïëîñêîñòü x = const, êîòî-
ðàÿ â ñå÷åíèè ñ ïîâåðõíîñòüþ äàåò êðèâóþ TQ. Òîãäà ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ
∂z

∂y
(M) â òî÷êå M ðàâíà òàíãåíñó óãëà, îáðàçîâàííîãî êàñàòåëüíîé, ïðîâå-

äåííîé â òî÷êå M ê êðèâîé TQ, ñ ïîëîæèòåëüíûì íàïðàâëåíèåì îñè OY
(ñì. ðèñ.4.2).

4.2.2. Ïîëíûé äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè íåñêîëüêèõ
ïåðåìåííûõ

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ äâóõ ïåðåìåííûõ z = f(x, y). Ïóñòü îíà èìååò
íåïðåðûâíûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî x è ïî y. Âûðàçèì ïîëíîå ïðèðàùå-
íèå

∆z = f(x+∆x, y +∆y)− f(x, y) (4.1)

ýòîé ôóíêöèè ÷åðåç ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå. Ïóñòü

∆z = (f(x+∆x, y +∆y)− f(x, y +∆y)) + (f(x, y +∆y)− f(x, y)).

Ïî ïåðåìåííîìó y êî âòîðîé ðàçíîñòè ïðèìåíèì òåîðåìó Ëàãðàíæà,
ïîëó÷èì

f(x, y +∆y)− f(x, y) = ∆y · ∂f(x, ȳ)
∂y

,
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ãäå ȳ ∈ (y, y +∆y).
Àíàëîãè÷íî, ïðèìåíÿÿ òåîðåìó Ëàãðàíæà ê ïåðâîé ðàçíîñòè ïî ïåðå-

ìåííîìó x, ïîëó÷èì

f(x+∆x, y +∆y)− f(x, y +∆y) = ∆x · ∂f(x̄, y +∆y)

∂x
,

ãäå x̄ ∈ (x, x+∆x). Òîãäà, ïîäñòàâëÿÿ äàííûå âûðàæåíèÿ â (4.1), ïîëó÷èì

∆z = ∆x · ∂f(x̄, y +∆y)

∂x
+∆y · ∂f(x, ȳ)

∂y
. (4.2)

Òàê êàê ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå íåïðåðûâíûå ôóíêöèè è ïðè ∆x →
0, ∆y → 0 ⇒ x̄→ x, ȳ → y, òî ñóùåñòâóþò ïðåäåëû

lim
∆x→0

∆y→0

∂f(x̄, y +∆y)

∂x
=

∂f(x, y)

∂x
(4.3)

lim
∆x→0

∆y→0

∂f(x, ȳ)

∂y
=

∂f(x, y)

∂y
. (4.4)

Ïî òåîðåìå 1.2.1 î ïðåäåëå ôóíêöèè èç (4.3) è (4.4) ïîëó÷èì

∂f(x̄, y +∆y)

∂x
=

∂f(x, y)

∂x
+ α1(∆x,∆y) (4.5)

∂f(x, ȳ)

∂y
=

∂f(x, y)

∂y
+ α2(∆x,∆y), (4.6)

ãäå α1(∆x,∆y) → 0, α2(∆x,∆y) → 0 áåñêîíå÷íî ìàëûå ôóíêöèè ïðè
∆x→ 0 è ∆y → 0. Ïîäñòàâëÿÿ (4.5) è (4.6) â âûðàæåíèå (4.2) äëÿ ïîëíîãî
ïðèðàùåíèÿ ôóíêöèè, ïîëó÷èì

∆z =
∂f(x, y)

∂x
∆x+

∂f(x, y)

∂y
∆y + α1∆x+ α2∆y. (4.7)

Âåëè÷èíû α1∆x è α2∆y ÿâëÿþòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëûìè áîëåå âûñîêîãî ïî-
ðÿäêà ïî ñðàâíåíèþ ñ ∆x è ñ ∆y.

Îïðåäåëåíèå 4.2.3. Ôóíêöèÿ z = f(x, y), ïîëíîå ïðèðàùåíèå ∆z êî-
òîðîé â äàííîé òî÷êå (x, y), ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå äâóõ ñëà-
ãàåìûõ: âûðàæåíèÿ ëèíåéíîãî îòíîñèòåëüíî ∆x è ∆y è âåëè÷èíû áåñêî-
íå÷íî ìàëîé âûñøåãî ïîðÿäêà ïî ñðàâíåíèþ ñ ∆x è ∆y íàçûâàåòñÿ äèôôå-
ðåíöèðóåìîé â äàííîé òî÷êå, à ëèíåéíàÿ ÷àñòü ïðèðàùåíèÿ íàçûâàåòñÿ
ïîëíûì äèôôåðåíöèàëîì è îáîçíà÷àåòñÿ dz èëè df .
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Òîãäà

dz =
∂f

∂x
(x, y)∆x+

∂f

∂y
(x, y)∆y.

Èç (4.7) ñëåäóåò, ÷òî

∆z = dz + α1∆x+ α2∆y,

èç ýòîé ôîðìóëû âèäíî, ÷òî åñëè ∆x→ 0 è ∆y → 0, òî ïîëíîå ïðèðàùåíèå
∆z ýêâèâàëåíòíî ïîëíîìó äèôôåðåíöèàëó ýòîé ôóíêöèè dz, ò.å. ∆z ≈ dz.

Ïîñêîëüêó äëÿ íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ ∆x = dx, ∆y = dy, òî ìû
ïîëó÷èì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëÿ ïîëíîãî äèôôåðåíöèàëà ôóíêöèè

dz =
∂f

∂x
dx+

∂f

∂y
dy.

Àíàëîãè÷íî, äëÿ ôóíêöèè òðåõ ïåðåìåííûõ u = f(x, y, z) âûðàæåíèå
äëÿ ïîëíîãî äèôôåðåíöèàëà ôóíêöèè èìååò âèä

du =
∂f

∂x
dx+

∂f

∂y
dy +

∂f

∂z
dz.

Ïðèìåð 4.2.4. Íàéòè ïîëíûé äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè u = ex
2+y2 sin z.

Íàéäåì ñíà÷àëà ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ýòîé ôóíêöèè

∂u

∂x
= 2xex

2+y2 sin z,
∂u

∂y
= 2yex

2+y2 sin z,
∂u

∂z
= ex

2+y2 cos z.

Òîãäà ïîëíûé äèôôåðåíöèàë ýòîé ôóíêöèè åñòü

du = 2xex
2+y2 sin z dx+ 2yex

2+y2 sin z dy + ex
2+y2 cos z dz.

4.3. Ïðîèçâîäíàÿ ñëîæíîé ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ

Ïóñòü äàíà ñëîæíàÿ ôóíêöèÿ äâóõ ïåðåìåííûõ

z = F (u, v), u = φ(x, y), v = ψ(x, y).

Ïóñòü ôóíêöèè F, u, v èìåþò íåïðåðûâíûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî âñåì

ñâîèì àðãóìåíòàì. Íàéäåì âûðàæåíèÿ äëÿ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ
∂z

∂x
è
∂z

∂y
.

Äàäèì ïðèðàùåíèå ∆x ïåðåìåííîìó x. Òîãäà ôóíêöèè u è v ïîëó÷àò
÷àñòíûå ïðèðàùåíèÿ ∆xu è ∆xv ïî ïåðåìåííîìó x. Òàê êàê ôóíêöèÿ z
çàâèñèò îò ïåðåìåííûõ u è v, òî îíà ïîëó÷èò ïîëíîå ïðèðàùåíèå ∆z. Èñ-
ïîëüçóåì äëÿ íåãî ôîðìóëó ïîëíîãî ïðèðàùåíèÿ (4.7)

∆z =
∂z

∂u
∆xu+

∂z

∂v
∆xv + α1∆xu+ α2∆xv,
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ãäå α1 → 0 è α2 → 0 ïðè ∆xu → 0, ∆xv → 0. Ðàçäåëèì âñå íà ∆x,
ïîëó÷èì

∆z

∆x
=
∂z

∂u

∆xu

∆x
+
∂z

∂v

∆xv

∆x
+ α1

∆xu

∆x
+ α2

∆xv

∆x
. (4.8)

Ïîñêîëüêó ôóíêöèè u è v íåïðåðûâíû, òî ∆xu→ 0, ∆xv → 0 ïðè ∆x→
0. Ïåðåéäåì â ðàâåíñòâå (4.8) ê ïðåäåëó ïðè ∆x→ 0, ïîëó÷èì

lim
∆x→0

∆z

∆x
=
∂z

∂x
, lim

∆x→0

∆xu

∆x
=
∂u

∂x
, lim

∆x→0

∆xv

∆x
=
∂v

∂x
,

lim
∆x→0

α1
∆xu

∆x
=
∂u

∂x
lim

∆x→0
α1 = 0, lim

∆x→0
α2

∆xv

∆x
= 0.

Èç ýòèõ ðàâåíñòâ ñëåäóåò ôîðìóëà äëÿ ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé ïî ïåðå-
ìåííîìó x ñëîæíîé ôóíêöèè

∂z

∂x
=
∂z

∂u
· ∂u
∂x

+
∂z

∂v
· ∂v
∂x
. (4.9)

Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåòñÿ è ôîðìóëà äëÿ ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé ïî ïåðå-
ìåííîìó y

∂z

∂y
=
∂z

∂u
· ∂u
∂y

+
∂z

∂v
· ∂v
∂y
.

Èñïîëüçóÿ ýòîò ïðèíöèï, ìîæíî ïîëó÷èòü ôîðìóëû ÷àñòíûõ ïðîèçâîä-
íûõ äëÿ ëþáîé ñëîæíîé ôóíêöèè. Íàïðèìåð, ïóñòü äàíà ñëîæíàÿ ôóíêöèÿ

w = F (u, v, t), u = φ(x, y), v = ψ(x, y), t = θ(x, y).

Òîãäà
∂w

∂x
=
∂w

∂u
· ∂u
∂x

+
∂w

∂v
· ∂v
∂x

+
∂w

∂t
· ∂t
∂x
.

∂w

∂y
=
∂w

∂u
· ∂u
∂y

+
∂w

∂v
· ∂v
∂y

+
∂w

∂t
· ∂t
∂y
.

4.3.1. Ïîëíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ

Ïóñòü äàíà ñëîæíàÿ ôóíêöèÿ u = F (x, y, z), ïðè÷åì y = f(x), z =
φ(x). Òîãäà ôóíêöèÿ u�ôóíêöèÿ îäíîãî ïåðåìåííîãî x è ó íåå ñóùåñòâó-
åò îáû÷íàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî x, êîòîðàÿ è íàçûâàåòñÿ ïîëíîé ïðîèçâîäíîé.
Èñïîëüçóåì ôîðìóëó (4.9), ïîëó÷èì

du

dx
=
∂u

∂x
· ∂x
∂x

+
∂u

∂y
· ∂y
∂x

+
∂u

∂z
· ∂z
∂x
,

íî ïîñêîëüêó
∂x

∂x
= 1,

∂y

∂x
=
dy

dx
,

∂z

∂x
=
dz

dx
,
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òî îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ ôîðìóëó ïîëíîé ïðîèçâîäíîé

du

dx
=
∂u

∂x
+
∂u

∂y
· dy
dx

+
∂u

∂z
· dz
dx
.

Ïðèìåð 4.3.1. Íàéòè ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå
∂z

∂x
è
∂z

∂y
, åñëè z = ln(u+v2),

u = x2 + y, v = x2y. Íàéäåì ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå

∂z

∂u
=

1

u+ v2
,

∂z

∂v
=

2v

u+ v2
,

∂u

∂x
= 2x,

∂u

∂y
= 1,

∂v

∂x
= 2xy,

∂v

∂y
= x2.

Îòñþäà ïîëó÷èì èñêîìûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå

∂z

∂x
=

1

u+ v2
· 2x+

2v

u+ v2
· 2xy,

∂z

∂y
=

1

u+ v2
· 1 + 2v

u+ v2
· x2.

Ïðèìåð 4.3.2. Íàéòè ïîëíóþ ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè u = x2+
√
yz, åñëè

y = sinx, z = cosx. Íàéäåì

∂u

∂x
= 2x,

∂u

∂y
=

z

2
√
yz
,

∂u

∂z
=

y

2
√
yz
,

dy

dx
= cosx,

dz

dx
= − sinx.

Òîãäà
du

dx
= 2x+

z

2
√
yz

· cosx− y

2
√
yz

· sinx.

4.4. ×àñòíûå ïðîèçâîäíûå âûñøèõ ïîðÿäêîâ

Ïóñòü äàíà ôóíêöèÿ z = f(x, y). ×àñòíûå ïðîèçâîäíûå
∂z

∂x
=

f ′x(x, y),
∂z

∂y
= f ′y(x, y) ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè ïåðåìåííûõ x è y. Ïîýòîìó

èõ ìîæíî äèôôåðåíöèðîâàòü è ïî x è ïî y. Ïîëó÷èì ÷åòûðå ïðîèçâîäíûõ
âòîðîãî ïîðÿäêà ôóíêöèè f(x, y).
∂2z

∂x2
=

∂

∂x

(
∂z

∂x

)
= f ′′xx(x, y) � ôóíêöèÿ f(x, y) äèôôåðåíöèðóåòñÿ äâà ðà-

çà ïî x,
∂2z

∂y2
=

∂

∂y

(
∂z

∂y

)
= f ′′yy(x, y) � ôóíêöèÿ f(x, y) äèôôåðåíöèðóåòñÿ äâà ðàçà
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ïî y,
∂2z

∂x∂y
=

∂

∂y

(
∂z

∂x

)
= f ′′xy(x, y) � ôóíêöèÿ f(x, y) äèôôåðåíöèðóåòñÿ ñíà÷à-

ëà ïî x, à çàòåì ïî y,
∂2z

∂y∂x
=

∂

∂x

(
∂z

∂y

)
= f ′′yx(x, y) � ôóíêöèÿ f(x, y) äèôôåðåíöèðóåòñÿ ñíà÷à-

ëà ïî y, à çàòåì ïî x.

Ïðîèçâîäíûå
∂2z

∂x∂y
,

∂2z

∂y∂x
íàçûâàþòñÿ ñìåøàííûìè ïðîèçâîäíûìè.

Ïðîèçâîäíûå âòîðîãî ïîðÿäêà ìîæíî îïÿòü äèôôåðåíöèðîâàòü, ïîëó-
÷èì ïðîèçâîäíûå òðåòüåãî ïîðÿäêà:

∂3z

∂x3
,

∂3z

∂x2∂y
,

∂3z

∂x∂y∂x
,

∂3z

∂x∂y2
,

∂3z

∂y∂x2
,

∂3z

∂y∂x∂y
,

∂3z

∂y2∂x
,

∂3z

∂y3
.

È òàê äàëåå, íàïðèìåð, â ïðîèçâîäíîé

∂nz

∂xp∂yn−p

ôóíêöèÿ f(x, y) äèôôåðåíöèðóåòñÿ p ðàç ïî x è n− p ðàç ïî y.
Ïðèìåð 4.4.1. Íàéòè ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå âòîðîãî ïîðÿäêà ôóíêöèè

z = x2 + y2 + x2y3.

∂z

∂x
= 2x+ 2xy3,

∂z

∂y
= 2y + 3x2y2,

∂2z

∂x2
=

∂

∂x
(2x+ 2xy3) = 2 + 2y3,

∂2z

∂y2
=

∂

∂y
(2y + 3x2y2) = 2 + 6x2y,

∂2z

∂x∂y
=

∂

∂y
(2x+ 2xy3) = 6xy2,

∂2z

∂y∂x
=

∂

∂x
(2y + 3x2y2) = 6xy2.

Çàìåòèì, ÷òî
∂2z

∂x∂y
=

∂2z

∂y∂x
.

Îïðåäåëåíèå 4.4.1. Ôóíêöèþ w = f(x1, x2, . . . , xn) íàçûâàþò n ðàç
äèôôåðåíöèðóåìîé â òî÷êå M0(x

0
1, x

0
2, . . . , x

0
n), åñëè âñå ÷àñòíûå ïðîèçâîä-

íûå (n − 1) ïîðÿäêà ÿâëÿþòñÿ äèôôåðåíöèðóåìûìè ôóíêöèÿìè â òî÷êå
M0.

Òåîðåìà 4.4.1. Åñëè ôóíêöèÿ z = f(x, y) è åå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå
f ′x, f

′
y, f

′′
xy, f

′′
yx îïðåäåëåíû è íåïðåðûâíû â îêðåñòíîñòè òî÷êè M(x, y),
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òî â ýòîé òî÷êå ðàâíû ñìåøàííûå ïðîèçâîäíûå

∂2f

∂x∂y
(M) =

∂2f

∂y∂x
(M).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì âûðàæåíèå

F = [f(x+∆x, y +∆y)− f(x+∆x, y)]− [f(x, y +∆y)− f(x, y)]. (4.10)

Ââåäåì ôóíêöèþ
φ(x) = f(x, y +∆y)− f(x, y), (4.11)

òîãäà
F = φ(x+∆x)− φ(x).

Ïîñêîëüêó ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ f ′x îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà â îêðåñò-
íîñòè òî÷êèM(x, y), òî ôóíêöèÿ φ(x) äèôôåðåíöèðóåìà íà îòðåçêå [x, x+
∆x]. Ïðèìåíèì ê F òåîðåìó Ëàãðàíæà íà ýòîì îòðåçêå, ïîëó÷èì

F = φ(x+∆x)− φ(x) = φ′(x̄)∆x, (4.12)

ãäå x̄ ∈ [x, x+∆x]. Èç âûðàæåíèÿ (4.11) íàéäåì ïðîèçâîäíóþ

φ′(x̄) = f ′x(x̄, y +∆y)− f ′x(x̄, y). (4.13)

Ïîñêîëüêó f ′′xy îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà â îêðåñòíîñòè òî÷êè M(x, y),
òî f ′x äèôôåðåíöèðóåìà íà îòðåçêå [y, y+∆y]. Ïðèìåíèì òåîðåìó Ëàãðàí-
æà ê ðàçíîñòè (4.13), òîãäà

φ′(x̄) = f ′x(x̄, y +∆y)− f ′x(x̄, y) = f ′′xy(x̄, ȳ)∆y,

ãäå ȳ ∈ [y, y +∆y]. Ïîäñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå â (4.12), ïîëó÷èì

F = f ′′xy(x̄, ȳ)∆x∆y. (4.14)

Â âûðàæåíèè (4.10) ïîìåíÿåì ìåñòàìè ñðåäíèå ñëàãàåìûå, òîãäà

F = [f(x+∆x, y +∆y)− f(x, y +∆y)]− [f(x+∆x, y)− f(x, y)].

Ââåäåì ôóíêöèþ
ψ(y) = f(x+∆x, y)− f(x, y), (4.15)

êîòîðàÿ äèôôåðåíöèðóåìà íà îòðåçêå [y, y +∆y]. Òîãäà

F = ψ(y +∆y)− ψ(y).

Ïðèìåíèì ê ýòîé ðàçíîñòè òåîðåìó Ëàãðàíæà, ïîëó÷èì

F = ψ′
y(ỹ)∆y,

ãäå ỹ ∈ [y, y +∆y]. Â ñèëó ðàâåíñòâà (4.15) èìååì

ψ′
y(ỹ) = f ′y(x+∆x, ỹ)− f ′y(x, ỹ). (4.16)
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Ïîñêîëüêó f ′′yx îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà â îêðåñòíîñòè òî÷êè M(x, y),
òî f ′y äèôôåðåíöèðóåìà íà îòðåçêå [x, x +∆x]. Ïîýòîìó ìû ìîæåì îïÿòü
ïðèìåíèòü òåîðåìó Ëàãðàíæà ê âûðàæåíèþ (4.16) íà ýòîì îòðåçêå, áóäåì
èìåòü

ψ′
y(ỹ) = f ′y(x+∆x, ỹ)− f ′y(x, ỹ) = f ′′yx(x̃, ỹ)∆x,

ãäå x̃ ∈ [x, x+∆x]. Òîãäà

F = f ′′yx(x̃, ỹ)∆x∆y. (4.17)

Ïîñêîëüêó âûðàæåíèå (4.17) ðàâíî âûðàæåíèþ (4.14), òî ìû ïîëó÷èì

f ′′xy(x̄, ȳ)∆x∆y = f ′′yx(x̃, ỹ)∆x∆y

èëè
f ′′xy(x̄, ȳ) = f ′′yx(x̃, ỹ).

À ïîñêîëüêó ñìåøàííûå ïðîèçâîäíûå f ′′xy è f ′′yx íåïðåðûâíûå ôóíêöèè â
îêðåñòíîñòè òî÷êè M(x, y), òî ñóùåñòâóþò ïðåäåëû

lim
∆x→0

∆y→0

f ′′xy(x̄, ȳ) = lim
∆x→0

∆y→0

f ′′yx(x̃, ỹ).

Íî ïðè∆x→ 0, ∆y → 0 òî÷êè x̄, x̃→ x, ȳ, ỹ → y. Ïîýòîìó îêîí÷àòåëüíî
ìû èìååì

f ′′xy(x, y) = f ′′yx(x, y).

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîêàçàëè, ÷òî ñìåøàííûå ïðîèçâîäíûå ðàâíû ìåæ-
äó ñîáîé.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ñìåøàííûå ïðîèçâîäíûå áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà
ðàâíû ìåæäó ñîáîé, åñëè ó íèõ îäèíàêîâîå ÷èñëî ðàç áðàëîñü ïðîèçâîäíûõ
ïî x è ïî y íåâàæíî â êàêîì ïîðÿäêå. Íàïðèìåð,

∂nf

∂xk∂yn−k
=

∂nf

∂yn−k∂xk
,

äëÿ ëþáîãî k = 1, 2, . . . , n.

4.4.1. Äèôôåðåíöèàëû âûñøèõ ïîðÿäêîâ ôóíêöèè
íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ

Íå íàðóøàÿ îáùíîñòè, ðàññìîòðèì îïÿòü ôóíêöèþ äâóõ ïåðåìåííûõ
z = f(x, y). Ïóñòü îíà äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà â îêðåñòíî-
ñòè íåêîòîðîé òî÷êè M(x, y).

Ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàë ïåðâîãî ïîðÿäêà ýòîé ôóíêöèè

dz =
∂f

∂x
(x, y)dx+

∂f

∂y
(x, y)dy.
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Ïîñêîëüêó x, y íåçàâèñèìûå ïåðåìåííûå, òî dx, dy � ïîñòîÿííûå, íåçà-
âèñÿùèå îò x è y. Ïîýòîìó äèôôåðåíöèàë dz � ýòî ôóíêöèÿ ïåðåìåííûõ
x è y â äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè M(x, y). Îïðåäåëèì äèôôå-
ðåíöèàë âòîðîãî ïîðÿäêà.

Îïðåäåëåíèå 4.4.2. Âòîðûì äèôôåðåíöèàëîì ôóíêöèè íàçûâàåòñÿ
äèôôåðåíöèàë îò ïåðâîãî äèôôåðåíöèàëà ýòîé ôóíêöèè

d2z = d(dz).

Íàéäåì âûðàæåíèå äëÿ âòîðîãî äèôôåðåíöèàëà ôóíêöèè äâóõ ïåðå-
ìåííûõ.

d2z = d

(
∂f

∂x
dx+

∂f

∂y
dy

)
= d

(
∂f

∂x

)
dx+ d

(
∂f

∂y

)
dy =

=
∂

∂x

(
∂f

∂x

)
dx ·dx+ ∂

∂y

(
∂f

∂x

)
dy ·dx+ ∂

∂x

(
∂f

∂y

)
dx ·dy+ ∂

∂y

(
∂f

∂y

)
dy ·dy =

=
∂2f

∂x2
dx2 +

∂2f

∂x∂y
dxdy +

∂2f

∂y∂x
dydx+

∂2f

∂y2
dy2.

Íî ïîñêîëüêó ïî òåîðåìå (4.4.1) ñìåøàííûå ïðîèçâîäíûå ðàâíû ìåæäó

ñîáîé
∂2f

∂x∂y
=

∂2f

∂x∂y
, òî âûðàæåíèå äëÿ âòîðîãî äèôôåðåíöèàëà ôóíêöèè

èìååò âèä

d2z =
∂2f

∂x2
dx2 + 2

∂2f

∂x∂y
dxdy +

∂2f

∂y2
dy2.

Ââåäåì ïîíÿòèå äèôôåðåíöèàëüíîãî ñèìâîëà

d =

(
∂

∂x
dx+

∂

∂y
dy

)
.

Òîãäà

d2 =

(
∂

∂x
dx+

∂

∂y
dy

)2

=
∂2

∂x2
dx2 + 2

∂2

∂x∂y
dxdy +

∂2

∂y2
dy2.

Ïðèìåíÿÿ ýòè äèôôåðåíöèàëüíûå ñèìâîëû ê ôóíêöèè z = f(x, y), ïîëó-
÷èì îáû÷íûå âûðàæåíèÿ äëÿ ïåðâîãî è âòîðîãî äèôôåðåíöèàëà ôóíêöèè.
Íàïðèìåð,

dz =

(
∂

∂x
dx+

∂

∂y
dy

)
z =

∂z

∂x
dx+

∂z

∂y
dy.

Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåòñÿ è âûðàæåíèå äëÿ âòîðîãî äèôôåðåíöèàëà.
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Îïðåäåëåíèå 4.4.3. Äèôôåðåíöèàëîì n-îãî ïîðÿäêà ôóíêöèè íàçû-
âàåòñÿ äèôôåðåíöèàë îò äèôôåðåíöèàëà (n− 1)-îãî ïîðÿäêà

dnz = d(dn−1z).

Ìîæíî ââåñòè ïîíÿòèå äèôôåðåíöèàëüíîãî ñèìâîëà n-îãî ïîðÿäêà

dn =

(
∂

∂x
dx+

∂

∂y
dy

)n
,

ãäå âûðàæåíèå äëÿ íåãî ïîëó÷àåòñÿ ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû áèíîìà Íüþòîíà.
Íàïðèìåð,

d3 =
∂3

∂x3
dx3 + 3

∂3

∂x2∂y
dx2dy + 3

∂3

∂x∂y2
dxdy2 +

∂3

∂y3
dy3.

Äëÿ ôóíêöèè áîëüøåãî ÷èñëà ïåðåìåííûõ òîæå ìîæíî ââåñòè ïîíÿòèå
äèôôåðåíöèàëüíîãî ñèìâîëà

dk =

(
∂

∂x1
dx1 +

∂

∂x2
dx2 + . . .+

∂

∂xn
dxn

)k
.

Òîãäà äèôôåðåíöèàë ïîðÿäêà k ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ ìîæíî
çàïèñàòü â âèäå

dkw =

(
∂

∂x1
dx1 +

∂

∂x2
dx2 + . . .+

∂

∂xn
dxn

)k
w.

Ïðèìåð 4.4.2. Íàéòè âûðàæåíèå äëÿ òðåòüåãî äèôôåðåíöèàëà ôóíê-
öèè z = x3y4. Íàéäåì ñíà÷àëà âñå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå òðåòüåãî ïîðÿäêà.

∂z

∂x
= 3x2y4,

∂z

∂y
= 4x3y3,

∂2z

∂x2
= 6xy4,

∂2z

∂y2
= 12x3y2,

∂2z

∂x∂y
= 12x2y3

∂3z

∂x3
= 6y4,

∂3z

∂x2∂y
= 24xy3,

∂3z

∂x∂y2
= 36x2y2,

∂3z

∂y3
= 24x3y.

Òîãäà

d3z = 6y4 dx3 + 3 · 24xy3 dx2dy + 3 · 36x2y2 dxdy2 + 24x3y dy3 =

= 6y4 dx3 + 72xy3 dx2dy + 108x2y2 dxdy2 + 24x3y dy3.
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4.5. Ïðèëîæåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ ôóíêöèé
íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ

Ïóñòü â îáëàñòè D ⊂ R3 çàäàíà ôóíêöèÿ u = u(x, y, z), òîãäà ãîâîðÿò,
÷òî â îáëàñòè D çàäàíî ñêàëÿðíîå ïîëå.

Îïðåäåëåíèå 4.5.1. Ïîâåðõíîñòè u(x, y, z) = C = const íàçûâàþòñÿ
ïîâåðõíîñòÿìè óðîâíÿ ôóíêöèè u.

Ïðèìåð 4.5.1. Ïóñòü äàíà ôóíêöèÿ u =
x2

4
+
y2

9
+
z2

16
, òîãäà ïîâåðõ-

íîñòÿìè óðîâíÿ
x2

4
+
y2

9
+
z2

16
= C ýòîé ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ ýëëèïñîèäû ñ

öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò.
Ïóñòü çàäàíà ôóíêöèÿ äâóõ ïåðåìåííûõ z = z(x, y) â íåêîòîðîé îáëà-

ñòè D íà ïëîñêîñòè.

Îïðåäåëåíèå 4.5.2. Ëèíèè z(x, y) = C = const íàçûâàþòñÿ ëèíèÿ-
ìè óðîâíÿ ôóíêöèè z.

Ïðèìåð 4.5.2. Ïóñòü äàíà ôóíêöèÿ z = y−2x2. Òîãäà ëèíèÿìè óðîâíÿ
ýòîé ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ y = 2x2 + C ïàðàáîëû, ñäâèãàåìûå ïî îñè OY .

4.5.1. Ïðîèçâîäíàÿ ïî íàïðàâëåíèþ

Ðàññìîòðèì â îáëàñòè D ⊂ R3 ôóíêöèþ u = u(x, y, z) è òî÷êó
M(x, y, z). Ïðîâåäåì èç òî÷êè M âåêòîð s̄, ñ íàïðàâëÿþùèìè êîñèíóñàìè
cosα, cosβ, cos γ. Åñëè âåêòîð s̄ = (a1, a2, a3), òî

cosα =
a1
|s̄|
, cosβ =

a2
|s̄|
, cos γ =

a3
|s̄|
, ãäå |s̄| =

√
a21 + a22 + a23.

Ðàññìîòðèì íà ðàññòîÿíèè ∆s̄ îò òî÷êè M íà âåêòîðå s̄ òî÷êó M1(x+

∆x, y +∆y, z +∆z). Òîãäà ∆s̄ =
√
(∆x)2 + (∆y)2 + (∆z)2.

Ïóñòü ôóíêöèÿ u(x, y, z) íåïðåðûâíà è èìååò íåïðåðûâíûå ÷àñòíûå
ïðîèçâîäíûå â îáëàñòè D. Òîãäà ïîëíîå ïðèðàùåíèå ýòîé ôóíêöèè áóäåò

∆u =
∂u

∂x
∆x+

∂u

∂y
∆y +

∂u

∂z
∆z + α1∆x+ α2∆y + α3∆z, (4.18)

ãäå α1 → 0, α2 → 0, α3 → 0 ïðè ∆x → 0, ∆y → 0, ∆z → 0. Ðàçäåëèì
âûðàæåíèå (4.18) íà ∆s̄, ïîëó÷èì

∆u

∆s̄
=
∂u

∂x

∆x

∆s̄
+
∂u

∂y

∆y

∆s̄
+
∂u

∂z

∆z

∆s̄
+ α1

∆x

∆s̄
+ α2

∆y

∆s̄
+ α3

∆z

∆s̄
.
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Ïîñêîëüêó
∆x

∆s̄
= cosα,

∆y

∆s̄
= cosβ,

∆z

∆s̄
= cos γ,

òî

∆u

∆s̄
=
∂u

∂x
cosα+

∂u

∂y
cosβ +

∂u

∂z
cos γ + α1 cosα+ α2 cosβ + α3 cos γ.

Îïðåäåëåíèå 4.5.3. Ïðåäåë îòíîøåíèÿ
∆u

∆s̄
ïðè ∆s̄ → 0 íàçûâàåòñÿ

ïðîèçâîäíîé îò ôóíêöèè u(x, y, z) â òî÷êå M(x, y, z) ïî íàïðàâëåíèþ
âåêòîðà s̄ è îáîçíà÷àåòñÿ

∂u

∂s̄
(M) = lim

∆s̄→0

∆u

∆s̄
=
∂u

∂x
(M) cosα+

∂u

∂y
(M) cosβ +

∂u

∂z
(M) cos γ.

Ïðèìåð 4.5.3. Ïóñòü s = (1, 0, 0). Òîãäà cosα = 1, cosβ = cos γ = 0.
Ïîýòîìó

∂u

∂s̄
=
∂u

∂x
.

Ïðèìåð 4.5.4. Íàéòè ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè u = x2 + y + z3 â íàïðàâ-
ëåíèè âåêòîðà s̄ = (2,−3, 4) â òî÷êå M(1, 1, 1).

Èìååì cosα =
2√
29
, cosβ = − 3√

29
, cos γ =

4√
29
. Íàéäåì ÷àñòíûå

ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè u:

∂u

∂x
= 2x,

∂u

∂x
(M) = 2,

∂u

∂y
= 1,

∂u

∂y
(M) = 1,

∂u

∂z
= 3z2,

∂u

∂z
(M) = 3.

Òîãäà
∂u

∂s̄
(M) =

4√
29

− 3√
29

+
12√
29

=
13√
29
.

4.5.2. Ãðàäèåíò ôóíêöèè

Ïóñòü â îáëàñòè D ⊂ R3 çàäàíà ôóíêöèÿ u = u(x, y, z).

Îïðåäåëåíèå 4.5.4. Âåêòîð, ïðîåêöèè íà îñè êîîðäèíàò êîòîðî-

ãî ÿâëÿþòñÿ çíà÷åíèÿìè ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ
∂u

∂x
,
∂u

∂y
,
∂u

∂z
ôóíêöèè
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u(x, y, z) â òî÷êå M(x, y, z), íàçûâàåòñÿ ãðàäèåíòîì ýòîé ôóíêöèè â
òî÷êå M è îáîçíà÷àåòñÿ

gradu(M) =
∂u

∂x
(M )̄i+

∂u

∂y
(M)j̄ +

∂u

∂z
(M)k̄ =

(
∂u

∂x
(M),

∂u

∂y
(M),

∂u

∂z
(M)

)
.

Åñëè ãðàäèåíò ôóíêöèè íàõîäèòñÿ íå â ôèêñèðîâàííîé òî÷êå M , òî
ýòîò âåêòîð íàçûâàåòñÿ ïîëåì ãðàäèåíòà ôóíêöèè u.

Òåîðåìà 4.5.1. Ïóñòü äàíî ñêàëÿðíîå ïîëå u = u(x, y, z). Îïðåäåëèì
ïîëå ãðàäèåíòà

gradu =
∂u

∂x
ī+

∂u

∂y
j̄ +

∂u

∂z
k̄.

Òîãäà ïðîèçâîäíàÿ
∂u

∂s̄
ïî íàïðàâëåíèþ âåêòîðà s̄ ðàâíà ïðîåêöèè âåêòîðà

gradu íà âåêòîð s̄, ò.å.

∂u

∂s̄
= ïðs̄ gradu =

(gradu, s̄)

|s̄|
.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ òðèâèàëüíî.

Ñëåäñòâèå 4.5.1. Ïðîèçâîäíàÿ â äàííîé òî÷êå ïî íàïðàâëåíèþ âåê-
òîðà s̄ èìååò íàèáîëüøåå çíà÷åíèå, åñëè íàïðàâëåíèå âåêòîðà s̄ ñîâïàäàåò
ñ íàïðàâëåíèåì ãðàäèåíòà â ýòîé òî÷êå. Ýòî íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ðàâ-
íî | gradu|. Íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ïðîèçâîäíàÿ ïî íàïðàâëåíèþ èìååò â
íàïðàâëåíèè ïðîòèâîïîëîæíîì ãðàäèåíòó, ò.å â íàïðàâëåíèè − gradu.

Ñëåäñòâèå 4.5.2. Ïðîèçâîäíàÿ ïî íàïðàâëåíèþ âåêòîðà s̄, ïåðïåíäè-
êóëÿðíîãî âåêòîðó ãðàäèåíòà gradu â òî÷êå M , ðàâíà íóëþ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ïåðïåíäèêóëÿð-
íûõ âåêòîðîâ ðàâíî íóëþ, òî (gradu, s̄) = 0. Ïîýòîìó è ïðîèçâîäíàÿ ïî
íàïðàâëåíèþ ðàâíà íóëþ.

Òåîðåìà 4.5.2. Âåêòîð gradu(M) â òî÷êå M íàïðàâëåí ïåðïåíäè-
êóëÿðíî ê ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ u(x, y, z) = const ôóíêöèè u = u(x, y, z),
ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó M . Äëÿ ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ z = z(x, y)
âåêòîð grad z íàïðàâëåí ïåðïåíäèêóëÿðíî ê ëèíèè óðîâíÿ ýòîé ôóíêöèè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ýòî óòâåðæäåíèå äëÿ ôóíêöèè äâóõ ïåðå-
ìåííûõ. Óðàâíåíèå z(x, y) = C = const íåÿâíî çàäàåò ôóíêöèþ y = y(x).
Óãëîâîé êîýôôèöèåíò êàñàòåëüíîé ê ýòîé êðèâîé â òî÷êå M(x, y) åñòü

k1 = y′ = −z
′
x

z′y
.
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Óãëîâîé êîýôôèöèåíò âåêòîðà grad z = (z′x, z
′
y) ðàâåí

k2 =
z′y
z′x
.

Òîãäà k1k2 = −1 è êàñàòåëüíàÿ ê êðèâîé ïåðïåíäèêóëÿðíà âåêòîðó grad z
â òî÷êå M . Çíà÷èò, âåêòîð ãðàäèåíòà íàïðàâëåí ïåðïåíäèêóëÿðíî ëèíèè
óðîâíÿ â òî÷êå M .

Ïðèìåð 4.5.5. Ïóñòü äàíà ôóíêöèÿ u = x2 + y+ z3, íàéòè gradu(M) â
òî÷êå M(1, 2, 3). Èìååì

∂u

∂x
= 2x,

∂u

∂y
= 1,

∂u

∂z
= 3z2.

Òîãäà
∂u

∂x
(M) = 2,

∂u

∂y
(M) = 1,

∂u

∂z
(M) = 27.

Ïîýòîìó gradu(M) = (2, 1, 27).

4.5.3. Êàñàòåëüíàÿ ïëîñêîñòü è íîðìàëü ê ïîâåðõíîñòè

Ïóñòü çàäàíà ïîâåðõíîñòü F (x, y, z) = 0 â ïðîñòðàíñòâå R3.

Îïðåäåëåíèå 4.5.5. Ïðÿìàÿ ëèíèÿ íàçûâàåòñÿ êàñàòåëüíîé ê ïî-
âåðõíîñòè â òî÷êå M(x, y, z), åñëè îíà ÿâëÿåòñÿ êàñàòåëüíîé ê êàêîé-
íèáóäü êðèâîé, ëåæàùåé íà ïîâåðõíîñòè è ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó M .

Òàê êàê êðèâûõ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç òî÷êó M áåñêîíå÷íî ìíîãî, òî è
êàñàòåëüíûõ â òî÷êå M ê ïîâåðõíîñòè áåñêîíå÷íî ìíîãî.

Îïðåäåëåíèå 4.5.6. Åñëè â òî÷êå M(x, y, z) íà ïîâåðõíîñòè

F (x, y, z) = 0 âñå òðè ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå
∂F

∂x
(M),

∂F

∂y
(M),

∂F

∂z
(M)

ðàâíû íóëþ èëè õîòÿ áû îäíà èç íèõ íå ñóùåñòâóåò, òî òî÷êà M íàçû-
âàåòñÿ îñîáîé òî÷êîé ýòîé ïîâåðõíîñòè. Åñëè âñå òðè ÷àñòíûå ïðîèç-
âîäíûå ñóùåñòâóþò è õîòÿ áû îäíà èç íèõ îòëè÷íà îò íóëÿ, òî òî÷êà
M íàçûâàåòñÿ îáûêíîâåííîé òî÷êîé ïîâåðõíîñòè.

Òåîðåìà 4.5.3. Âñå êàñàòåëüíûå ê äàííîé ïîâåðõíîñòè F (x, y, z) = 0
â åå îáûêíîâåííîé òî÷êå M(x, y, z) ëåæàò â îäíîé ïëîñêîñòè.

Îïðåäåëåíèå 4.5.7. Ïëîñêîñòü, â êîòîðîé ëåæàò âñå êàñàòåëüíûå
ïðÿìûå ê êðèâûì íà ïîâåðõíîñòè F (x, y, z) = 0, ïðîõîäÿùèì ÷åðåç òî÷êó
M(x, y, z), íàçûâàåòñÿ êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòüþ ê ýòîé ïîâåðõíîñòè
â òî÷êå M .
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�Z
Y

X

n

M0

F (x, y, z) = 0P

Ðèñ. 4.3.

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ (ñì. ðèñ. 4.3)

u(x, y, z) = F (x, y, z) + C, ãäå C = const .

Òîãäà F (x, y, z) = 0 � ïîâåðõíîñòü óðîâíÿ ôóíêöèè u = y(x, y, z). Íàïèøåì
óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè P â îáûêíîâåííîé òî÷êå M0(x0, y0, z0).
Ïóñòü M(x, y, z) � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè. Òîãäà âåê-
òîð M0M = (x − x0, y − y0, z − z0) ëåæèò â êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè. Íî ïî
òåîðåìå 4.5.2 âåêòîð

gradF (M0) = gradu(M0) =

(
∂F

∂x
(M0),

∂F

∂y
(M0),

∂F

∂z
(M0)

)
ïåðïåíäèêóëÿðåí ïîâåðõíîñòè F (x, y, z) = 0. Ïîýòîìó ñêàëÿðíîå ïðîèçâå-
äåíèå

(gradF (M0),M0,M) = 0.

Èç ýòîãî óñëîâèÿ ìû ïîëó÷àåì óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè P â òî÷êå
M0

∂F

∂x
(M0)(x− x0) +

∂F

∂y
(M0)(y − y0) +

∂F

∂z
(M0)(z − z0) = 0.

Åñëè óðàâíåíèå ïîâåðõíîñòè çàäàíî ÿâíûì óðàâíåíèåì z = f(x, y), òî
ïîëó÷àåì óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè â âèäå

z − z0 =
∂f

∂x
(M0)(x− x0) +

∂f

∂y
(M0)(y − y0).

Îïðåäåëåíèå 4.5.8. Ïðÿìàÿ, ïðîâåäåííàÿ ÷åðåç òî÷êó M0 ê ïîâåðõ-
íîñòè F (x, y, z) = 0 ïåðïåíäèêóëÿðíî êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè, íàçûâàåòñÿ
íîðìàëüþ ê ýòîé ïîâåðõíîñòè.
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Âåêòîð gradF (M0) áóäåò íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì ýòîé ïðÿìîé, ïî-
ýòîìó óðàâíåíèå íîðìàëè n, ïðîâåäåííîé ÷åðåç òî÷êó M0 ê ïîâåðõíîñòè
F (x, y, z) = 0 (ñì. ðèñ. 4.3) áóäåò èìåòü âèä

x− x0
∂F

∂x
(M0)

=
y − y0
∂F

∂y
(M0)

=
z − z0
∂F

∂z
(M0)

.

Åñëè ïîâåðõíîñòü çàäàíà óðàâíåíèåì z = f(x, y), òî óðàâíåíèå íîðìàëè
èìååò âèä

x− x0

−∂f
∂x

(M0)

=
y − y0

−∂f
∂y

(M0)

=
z − z0

1
.

Ïðèìåð 4.5.6. Íàïèñàòü óðàâíåíèÿ êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè è íîðìàëè
ê ïîâåðõíîñòè x2 + y3 + z2 = 2 â òî÷êå M0(1,−2, 3).

Íàéäåì ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå â òî÷êå M0:

F ′
x = 2x, F ′

y = 3y2, F ′
z = 2z, òîãäà F ′

x(M0) = 2, F ′
y(M0) = 12, F ′

z(M0) = 6.

Óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè áóäåò èìåòü âèä

P : 2(x− 1) + 12(y + 2) + 6(z − 3) = 0 èëè 2x+ 12y + 6z + 4 = 0,

à íîðìàëè

n :
x− 1

2
=
y + 2

12
=
z − 3

6
.

4.6. Ëîêàëüíûé ýêñòðåìóì ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ

Ïóñòü ôóíêöèÿ u = f(x1, x2, . . . , xn) çàäàíà íà ìíîæåñòâå D ⊂ Rn.

Îïðåäåëåíèå 4.6.1. Ôóíêöèÿ u = f(x1, x2, . . . , xn) èìååò ëîêàëü-
íûé ìàêñèìóì â òî÷êå M0(x

0
1, x

0
2, . . . , x

0
n), åñëè äëÿ ëþáîé òî÷êè

M(x1, x2, . . . , xn), ïðèíàäëåæàùåé íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êèM0, âû-
ïîëíÿåòñÿ

f(M0) > f(M).

Ôóíêöèÿ u = f(x1, x2, . . . , xn) èìååò â òî÷êå M0(x
0
1, x

0
2, . . . , x

0
n) ëî-

êàëüíûé ìèíèìóì, åñëè äëÿ ëþáîé òî÷êè M(x1, x2, . . . , xn), ïðèíàäëå-
æàùåé íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè M0, âûïîëíÿåòñÿ

f(M0) 6 f(M).

Ëîêàëüíûå ìèíèìóìû è ìàêñèìóìû ôóíêöèè íàçûâàþòñÿ ëîêàëü-
íûìè ýêñòðåìóìàìè ýòîé ôóíêöèè.
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Òåîðåìà 4.6.1. (Íåîáõîäèìîå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ ëîêàëüíîãî
ýêñòðåìóìà) Ïóñòü ôóíêöèÿ u = f(x1, x2, . . . , xn) èìååò â òî÷êå
M0(x

0
1, x

0
2, . . . , x

0
n) ëîêàëüíûé ýêñòðåìóì. Òîãäà åñëè â ýòîé òî÷êå ñóùå-

ñòâóþò ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïåðâîãî ïîðÿäêà, òî âñå îíè ðàâíû íóëþ:

∂f

∂x1
(M0) =

∂f

∂x2
(M0) = . . . =

∂f

∂xn
(M0) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì, ÷òî
∂f

∂x1
(M0) = 0. Ïóñòü ïåðåìåííûå

x2, . . . , xn çàôèêñèðîâàíû è ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî x02, . . . , x
0
n. Ïîëó÷èì

ôóíêöèþ u = f(x1, x
0
2, . . . , x

0
n) îäíîé ïåðåìåííîé. Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ f(x)

èìååò â òî÷êå M0 ëîêàëüíûé ýêñòðåìóì è ñóùåñòâóþò ÷àñòíûå ïðîèçâîä-

íûå, òî êàê äëÿ ôóíêöèè îäíîãî ïåðåìåííîãî âûïîëíÿåòñÿ
∂f

∂x1
(M0) = 0.

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî è âñå îñòàëüíûå ïðîèçâîäíûå ðàâíû íó-
ëþ

∂f

∂x2
(M0) = . . . =

∂f

∂xn
(M0) = 0.

Åñòåñòâåííî, ýòà òåîðåìà íå ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íîé.
Ïðèìåð 4.6.1. Ïóñòü çàäàíà ôóíêöèÿ u = xy. Â òî÷êå M0 = (0, 0)

÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå
∂u

∂x
= y,

∂u

∂y
= x ðàâíû íóëþ

∂u

∂x
(0) = 0,

∂u

∂y
(0) = 0.

Íî ôóíêöèÿ u = xy íå èìååò ýêñòðåìóìà â ýòîé òî÷êå. Ýòî ñåäëîâàÿ òî÷êà.

Îïðåäåëåíèå 4.6.2. Òî÷êè M(x1, . . . , xn), â êîòîðûõ ÷àñòíûå ïðîèç-
âîäíûå ôóíêöèè u = f(x1, . . . , xn) ðàâíû íóëþ èëè íå ñóùåñòâóþò, íàçû-
âàþòñÿ êðèòè÷åñêèìè òî÷êàìè èëè ñòàöèîíàðíûìè òî÷êàìè ôóíê-
öèè.

Òåîðåìà 4.6.2. (Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ ëîêàëüíîãî ýêñ-
òðåìóìà) Ïóñòü òî÷êà M0� êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà ôóíêöèè u = f(x) =
f(x1, x2, . . . , xn) è ôóíêöèÿ f(x) äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà â
îêðåñòíîñòè òî÷êè M0. Òîãäà åñëè â òî÷êå M0 âòîðîé äèôôåðåíöèàë
d2u(M0) < 0 äëÿ ëþáûõ çíà÷åíèé dx1, dx2, . . . , dxn, îäíîâðåìåííî íå îá-
ðàùàþùèõñÿ â íóëü, òî â òî÷êå M0 ôóíêöèÿ u = f(x) èìååò ëîêàëü-
íûé ìàêñèìóì, à åñëè d2u(M0) > 0 äëÿ ëþáûõ çíà÷åíèé dx1, dx2, . . . , dxn,
òàêæå îäíîâðåìåííî íå îáðàùàþùèõñÿ â íóëü, òî â òî÷êå M0 ôóíêöèÿ
u = f(x) èìååò ëîêàëüíûé ìèíèìóì. Åñëè d2u(M0) ïðèíèìàåò êàê ïî-
ëîæèòåëüíûå òàê è îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé
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äèôôåðåíöèàëîâ dx1, dx2, . . . , dxn, òî â òî÷êå M0 ôóíêöèÿ íå èìååò ëî-
êàëüíîãî ýêñòðåìóìà.

Çàìå÷àíèå 4.6.1. Äëÿ óñòàíîâëåíèÿ çíàêîîïðåäåëåííîñòè âòîðî-
ãî äèôôåðåíöèàëà ñóùåñòâóåò êðèòåðèé Ñèëüâåñòðà. Îáîçíà÷èì aij =
∂2u

∂xi∂xj
(M0), i, j = 1, 2, . . . , n, äëÿ òîãî, ÷òîáû d2u(M0) > 0 íåîáõîäèìî è

äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

a11 > 0,

∣∣∣∣a11 a12
a21 a22

∣∣∣∣ > 0, . . . ,

∣∣∣∣∣∣
a11 . . . a1n
. . . . . . . . .
an1 . . . ann

∣∣∣∣∣∣ > 0.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû d2u(M0) < 0 íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

a11 < 0,

∣∣∣∣a11 a12
a21 a22

∣∣∣∣ > 0, . . . , (−1)n

∣∣∣∣∣∣
a11 . . . a1n
. . . . . . . . .
an1 . . . ann

∣∣∣∣∣∣ > 0.

Ïóñòü äàíà ôóíêöèÿ äâóõ ïåðåìåííûõ z = f(x, y) â íåêîòîðîé îáëàñòè
D ⊂ R2. Ñôîðìóëèðóåì òåîðåìó î äîñòàòî÷íîì óñëîâèè ñóùåñòâîâàíèÿ
ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà â ñëó÷àå äâóõ ïåðåìåííûõ.

Òåîðåìà 4.6.3. Ïóñòü â íåêîòîðîé îáëàñòè D, ñîäåðæàùåé òî÷êó
M0(x0, y0) ôóíêöèÿ z = f(x, y) èìååò íåïðåðûâíûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå
äî âòîðîãî ïîðÿäêà è ïóñòü òî÷êà M0 � êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà, ò.å.

∂f

∂x
(M0) =

∂f

∂y
(M0) = 0.

Îáîçíà÷èì

A =
∂2f

∂x2
(M0), B =

∂2f

∂x∂y
(M0), C =

∂2f

∂y2
(M0).

Òîãäà
1. Ôóíêöèÿ f(x, y) èìååò ëîêàëüíûé ìàêñèìóì â òî÷êå M0, åñëè

∆ = AC −B2 > 0 è A < 0 (èëè C < 0),

2. Ôóíêöèÿ f(x, y) èìååò ëîêàëüíûé ìèíèìóì â òî÷êå M0, åñëè

∆ = AC −B2 > 0 è A > 0 (èëè C > 0),

3. Ôóíêöèÿ f(x, y) íå èìååò ýêñòðåìóìà â òî÷êå M0, åñëè

∆ = AC −B2 < 0,
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4. Ôóíêöèÿ f(x, y) ìîæåò èìåòü èëè íå èìåòü ýêñòðåìóìà â òî÷êå M0,
åñëè

∆ = AC −B2 = 0.

Ïðèìåð 4.6.2. Íàéòè ëîêàëüíûå ýêñòðåìóìû ôóíêöèè z = x3+y3−3xy.
1. Íàéäåì êðèòè÷åñêèå òî÷êè ôóíêöèè

∂z

∂x
= 3x2 − 3y = 0

∂z

∂y
= 3y2 − 3x = 0

èëè {
y = x2

x4 − x = 0

Ðåøèì óðàâíåíèå

x(x3 − 1) = 0, x1 = 0, x2 = 1.

Òîãäà êðèòè÷åñêèå òî÷êè áóäóò

M1(0, 0) è M2(1, 1).

2. Íàéäåì
∂2z

∂x2
= 6x,

∂2z

∂x∂y
= −3,

∂2z

∂y2
= 6y.

3. Ðàññìîòðèì òî÷êó M1(0, 0)

A = 0, B = −3, C = 0, òîãäà ∆ = AC −B2 = −9 < 0.

Ïîýòîìó ôóíêöèÿ â ýòîé òî÷êå íå èìååò íè ìàêñèìóìà, íè ìèíèìóìà.
4. Ðàññìîòðèì òî÷êó M2(1, 1)

A = 6, B = −3, C = 6, òîãäà ∆ = AC −B2 = 36− 9 = 27 > 0.

Ïîýòîìó â òî÷êå M2(1, 1) ôóíêöèÿ èìååò ìèíèìóì

zmin = z(1, 1) = 1 + 1− 3 = −1.

4.7. Óñëîâíûé ýêñòðåìóì ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ

Ïóñòü òðåáóåòñÿ íàéòè ìàêñèìóì è ìèíèìóì ôóíêöèè z = f(x, y) ïðè
óñëîâèè, ÷òî φ(x, y) = 0.

1 ñïîñîá. Âûðàæàåì, åñëè ìîæíî, ïåðåìåííîå y = ψ(x) èç óðàâíåíèÿ
φ(x, y) = 0 è ïîäñòàâëÿåì â ôóíêöèþ z = f(x, y) = f(x, ψ(x)). Ïîëó÷èì
ôóíêöèþ îäíîãî ïåðåìåííîãî x. È ðåøàåì çàäà÷ó îáû÷íûìè ìåòîäàìè
äëÿ ôóíêöèè îäíîãî ïåðåìåííîãî.
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2 ñïîñîá. Ñîñòàâëÿåì ôóíêöèþ Ëàãðàíæà

F (x, y, λ) = f(x, y) + λφ(x, y).

Íàõîäèì ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè F (x, y, λ) ïî ïåðåìåííûì x, y, λ è
ïðèðàâíèâàåì èõ ê íóëþ. Òàêèì îáðàçîì íàéäåì êðèòè÷åñêèå òî÷êè ôóíê-
öèè Ëàãðàíæà. 

∂F

∂x
=

∂f

∂x
+ λ

∂φ

∂x
= 0

∂F

∂y
=

∂f

∂y
+ λ

∂φ

∂y
= 0

∂F

∂λ
= φ(x, y) = 0

(4.19)

Ïîêàæåì, ÷òî ýòà ñèñòåìà âîçíèêàåò, åñëè èñïîëüçîâàòü îïðåäåëåíèå
êðèòè÷åñêèõ òî÷åê ôóíêöèè îäíîãî ïåðåìåííîãî, à èìåííî, åñëè ïðîèçâîä-
íàÿ ðàâíà íóëþ. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ z = f(x, y) è óñëîâèå φ(x, y) = 0,
êîòîðàÿ íåÿâíî çàäàåò y êàê ôóíêöèþ îò x, ò.å. y = y(x).

Ïðèðàâíÿåì ïîëíóþ ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè f(x, y) ê íóëþ, ïîëó÷èì

∂f

∂x
+
∂f

∂y

dy

dx
= 0 èëè

∂f

∂x
dx+

∂f

∂y
dy = 0.

Ïîñêîëüêó φ(x, y) = 0, òî è dφ(x, y) = 0, ò.å.

∂φ

∂x
dx+

∂φ

∂y
dy = 0.

Óìíîæèì ýòî ðàâåíñòâî íà λ è ïðèáàâèì ê ïðåäûäóùåìó, ïîëó÷èì

∂f

∂x
dx+

∂f

∂y
dy + λ

(
∂φ

∂x
dx+

∂φ

∂y
dy

)
= 0

èëè (
∂f

∂x
+ λ

∂φ

∂x

)
dx+

(
∂f

∂y
+ λ

∂φ

∂y

)
dy = 0.

Îòñþäà ëåãêî ïîëó÷èòü ñèñòåìó (4.19), ïîñêîëüêó äèôôåðåíöèàë ðàâåí
íóëþ, åñëè ðàâíû íóëþ êîýôôèöèåíòû ïðè dx è dy:

∂f

∂x
+ λ

∂φ

∂x
= 0

∂f

∂y
+ λ

∂φ

∂y
= 0

φ(x, y) = 0

Óðàâíåíèå ñâÿçè â ýòó ñèñòåìó ìû äîáàâèëè ñàìè.
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Ñèñòåìà (4.19) ýòî íåîáõîäèìîå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ óñëîâíîãî ýêñ-
òðåìóìà. Ðåøàÿ åå ìû ïîëó÷èì óñëîâíî êðèòè÷åñêèå òî÷êè ôóíêöèè
z = f(x, y).

Äëÿ âûÿñíåíèÿ õàðàêòåðà êðèòè÷åñêèõ òî÷åê íåîáõîäèìû äàëüíåé-
øèå èññëåäîâàíèÿ. Ðàññìîòðèì êðèòè÷åñêóþ òî÷êóM0(x0, y0), λ0 ôóíêöèè
Ëàãðàíæà F . Ïîñêîëüêó

∂2F

∂λ2
= 0 è

(
∂2F

∂x∂λ
dx+

∂2F

∂y∂λ
dy

)
dλ =

(
∂φ

∂x
dx+

∂φ

∂y
dy

)
dλ = 0,

òî âòîðîé äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè F (x, y) èìååò âèä

d2F (x, y, λ) =
∂2F

∂x2
dx2 + 2

∂2F

∂x∂y
dxdy +

∂2F

∂y2
dy2

ïðè óñëîâèè, ÷òî äèôôåðåíöèàëû dx è dy ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

∂φ

∂x
dx+

∂φ

∂y
dy = 0.

Òîãäà
1. Ôóíêöèÿ z = f(x, y) èìååò óñëîâíûé ìàêñèìóì â òî÷êå M0(x0, y0),

åñëè d2F (x0, y0, λ0) < 0.
2. Ôóíêöèÿ z = f(x, y) èìååò óñëîâíûé ìèíèìóì â òî÷êå M0(x0, y0),

åñëè d2F (x0, y0, λ0) > 0.
Âòîðîé ñïîñîá èññëåäîâàíèÿ êðèòè÷åñêèõ òî÷åê äëÿ ôóíêöèè äâóõ ïå-

ðåìåííûõ. Ïóñòü M0(x0, y0), λ0 êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà, ðàññìîòðèì îïðåäåëè-
òåëü

∆ = −

∣∣∣∣∣∣
F ′′
λλ F ′′

xλ F ′′
yλ

F ′′
xλ F ′′

xx F ′′
xy

F ′′
yλ F ′′

xy F ′′
yy

∣∣∣∣∣∣ (M0, λ0) = −

∣∣∣∣∣∣
0 φ′

x(M0) φ′
y(M0)

φ′
x(M0) F ′′

xx(M0, λ0) F ′′
xy(M0, λ0)

φ′
y(M0) F ′′

xy(M0, λ0) F ′′
yy(M0, λ0)

∣∣∣∣∣∣ .
Òîãäà ôóíêöèÿ z = f(x, y) èìååò â òî÷êå M0 óñëîâíûé ìàêñèìóì, åñëè

∆ < 0 è óñëîâíûé ìèíèìóì, åñëè ∆ > 0.
Ïðèìåð 4.7.1. Íàéòè ýêñòðåìóì ôóíêöèè z = 6− 4x− 3y ïðè óñëîâèè,

÷òî x2 + y2 = 1.
Íàïèøåì ôóíêöèþ Ëàãðàíæà

F (x, y, λ) = 6− 4x− 3y + λ(x2 + y2 − 1).

Íàéäåì ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå

∂F

∂x
= −4 + 2λx,

∂F

∂y
= −3 + 2λy,

∂F

∂λ
= x2 + y2 − 1.
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Ïîëó÷èì ñèñòåìó  2λx− 4 = 0
2λy − 3 = 0

x2 + y2 − 1 = 0

Ðåøàÿ ýòó ñèñòåìó, íàéäåì

x =
2

λ
, y =

3

2λ
, λ2 =

25

4
.

Òîãäà êðèòè÷åñêèå òî÷êè áóäóò

M1

(
4

5
,
3

5

)
, λ1 =

5

2
è M2

(
−4

5
,−3

5

)
, λ1 = −5

2
.

Íàéäåì âòîðûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè Ëàãðàíæà

∂2F

∂x2
= 2λ,

∂2F

∂x∂y
= 0,

∂2F

∂y2
= 2λ.

Ïîýòîìó

d2F = 2λ(dx2 + dy2).

1. Ðàññìîòðèì òî÷êó M1

(
4

5
,
3

5

)
è λ1 =

5

2
, òîãäà d2F = 5(dx2 + dy2) >

0 äëÿ ëþáûõ dx è dy. Ïîýòîìó ôóíêöèÿ z èìååò â òî÷êå M1 óñëîâíûé
ìèíèìóì

zy.min = z

(
4

5
,
3

5

)
= 1.

2. Ðàññìîòðèì òî÷êó M2

(
−4

5
,−3

5

)
è λ2 = −5

2
, òîãäà d2F = −5(dx2 +

dy2) < 0 äëÿ ëþáûõ dx è dy. Ïîýòîìó ôóíêöèÿ z èìååò â òî÷êå M2 óñëîâ-
íûé ìàêñèìóì

zy.max = z

(
−4

5
,−3

5

)
= 11.

Ïóñòü òðåáóåòñÿ íàéòè ìàêñèìóìû è ìèíèìóìû ôóíêöèè u =
f(x1, x2, . . . , xn) ïðè óñëîâèè, ÷òî ïåðåìåííûå x1, x2, . . . , xn ñâÿçàíû m
óðàâíåíèÿìè 

φ1(x1, x2, . . . , xn) = 0
φ2(x1, x2, . . . , xn) = 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
φm(x1, x2, . . . , xn) = 0.
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Ñîñòàâèì ôóíêöèþ Ëàãðàíæà

F (x1, . . . , xn, λ1, . . . , λm) =

= f(x1, . . . , xn) + λ1φ1(x1, . . . , xn) + . . .+ λmφm(x1, . . . , xn).

Ïðèðàâíÿåì ê íóëþ ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî x1, . . . , xn, λ1, . . . , λm ôóíê-
öèè Ëàãðàíæà, ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé

∂f

∂x1
+ λ1

∂φ1

∂x1
+ . . .+ λm

∂φm
∂x1

= 0

∂f

∂x2
+ λ1

∂φ1

∂x2
+ . . .+ λm

∂φm
∂x2

= 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
∂f

∂xn
+ λ1

∂φ1

∂xn
+ . . .+ λm

∂φm
∂xn

= 0

φ1(x1, . . . , xn) = 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

φm(x1, . . . , xn) = 0.

Èç ýòîé ñèñòåìû íàéäåì êðèòè÷åñêèå òî÷êè ôóíêöèè Ëàãðàíæà. Çà-
òåì èññëåäóåì âòîðîé äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè Ëàãðàíæà d2F â íàéäåííûõ
êðèòè÷åñêèõ òî÷êàõ ïðè óñëîâèè, ÷òî äèôôåðåíöèàëû dx1, dx2, . . . , dxn
ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé ñèñòåìîé

dφ1 = 0
dφ2 = 0
. . . . . . . . . .
dφm = 0.

4.7.1. Íàõîæäåíèå íàèáîëüøåãî è íàèìåíüøåãî çíà÷åíèé
ôóíêöèè â çàìêíóòîé îãðàíè÷åííîé îáëàñòè

Òåîðåìà 4.7.1. Ôóíêöèÿ z = f(x, y), äèôôåðåíöèðóåìàÿ â çàìêíóòîé
îãðàíè÷åííîé îáëàñòè D ⊂ R2, äîñòèãàåò ñâîåãî íàèáîëüøåãî è íàèìåíü-
øåãî çíà÷åíèé èëè â êðèòè÷åñêèõ òî÷êàõ èëè â òî÷êàõ ãðàíèöû îáëàñòè.

Ïóñòü ãðàíèöà îáëàñòè D çàäàåòñÿ îäíèì óðàâíåíèåì φ(x, y) = 0 èëè
íåñêîëüêèìè òàêèìè óðàâíåíèÿìè.

Ñõåìà íàõîæäåíèÿ íàèáîëüøåãî è íàèìåíüøåãî
çíà÷åíèé ôóíêöèè

1. Íàéòè âñå êðèòè÷åñêèå òî÷êè ôóíêöèè z = f(x, y).
2. Íàéòè êðèòè÷åñêèå òî÷êè, êîòîðûå ëåæàò âíóòðè îáëàñòè D.
3. Íàéòè â ýòèõ òî÷êàõ çíà÷åíèå ôóíêöèè f(x, y).
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4. Íàéòè óñëîâíî êðèòè÷åñêèå òî÷êè ôóíêöèè f(x, y) íà ãðàíèöå îáëàñòè
D.
5. Íàéòè çíà÷åíèå ôóíêöèè f(x, y) â ýòèõ òî÷êàõ.
6. Âûáðàòü èç âñåõ íàéäåííûõ çíà÷åíèé ôóíêöèè íàèáîëüøåå è íàèìåíü-
øåå.

Ïðèìåð 4.7.2. Íàéòè íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè z =
x2 + y2 − xy + x+ y â îáëàñòè D : x 6 0, y 6 0, x+ y > −3.

1. Íàéäåì êðèòè÷åñêèå òî÷êè ôóíêöèè z, ïðèíàäëåæàùèå îáëàñòè D.

z′x = 2x− y + 1, z′y = 2y − x+ 1.

Ñîñòàâèì ñèñòåìó{
2x− y + 1 = 0
2y − x+ 1 = 0

èëè

{
2x+ 1 = y
3x+ 3 = 0.

Ðåøàÿ ïîñëåäíþþ ñèñòåìó, ïîëó÷èì êðèòè÷åñêóþ òî÷êó M1(−1,−1) ∈ D,
ïðèíàäëåæàùóþ îáëàñòè D.

Íàéäåì çíà÷åíèå ôóíêöèè â ýòîé òî÷êå

z(M1) = 1 + 1− 1− 1− 1 = −1.

2. Íàéäåì êðèòè÷åñêèå òî÷êè íà ãðàíèöå x = 0, y ∈ [−3, 0]. Òîãäà

z = y2 + y è z′ = 2y + 1 = 0 èëè y = −1/2.

Ïîýòîìó êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà M2(0,−1/2) ∈ D. Íàéäåì çíà÷åíèÿ ôóíêöèè
â óãëîâûõ òî÷êàõ M3(0, 0), M4(0,−3) è â òî÷êå M2

z(M2) = −1/4, z(M3) = 0, z(M4) = 6.

3. Íàéäåì êðèòè÷åñêèå òî÷êè íà ãðàíèöå y = 0, x ∈ [−3, 0]. Òîãäà

z = x2 + x è z′ = 2x+ 1 = 0 èëè x = −1/2.

Ïîýòîìó êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà M5(−1/2, 0) ∈ D. Íàéäåì çíà÷åíèÿ ôóíêöèè
â óãëîâîé òî÷êå M6(−3, 0) è â òî÷êå M5

z(M5) = −1/4, z(M6) = 6.

4. Íàéäåì êðèòè÷åñêèå òî÷êè íà ãðàíèöå x+y = −3 èëè y = −3−x, x ∈
[−3, 0]. Òîãäà

z = 3x2 + 9x+ 6 è z′ = 6x+ 9 = 0 èëè x = −3/2.

Ïîýòîìó êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà M7(−3/2,−3/2) ∈ D. Íàéäåì çíà÷åíèå ôóíê-
öèè â ýòîé òî÷êå

z(M7) = −3/4.
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�Y X �Y X

Ðèñ. 4.4.

5. Âûáåðåì èç íàéäåííûõ çíà÷åíèé íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå

zíàèì. = z(M1) = −1, zíàèá. = z(M4) = z(M6) = 6.

4.8. Ïîëó÷åíèå ôóíêöèè íà îñíîâå ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ
ïî ìåòîäó íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ

Ïóñòü íà îñíîâå ýêñïåðèìåíòà òðåáóåòñÿ óñòàíîâèòü ôóíêöèîíàëüíóþ
çàâèñèìîñòü y îò âåëè÷èíû x: y = f(x). Ïóñòü â ðåçóëüòàòå ýêñïåðèìåíòà
ïîëó÷åíî n çíà÷åíèé ôóíêöèè y ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ çíà÷åíèÿõ àðãóìåí-
òà.

x x1 x2 . . . . . . xn
y y1 y2 . . . . . . yn

Âèä ôóíêöèè y = f(x) ïîäáèðàåòñÿ èëè íà îñíîâå òåîðåòè÷åñêèõ ñîîá-
ðàæåíèé èëè íà îñíîâå ðàñïîëîæåíèÿ íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè òî÷åê,
ñîîòâåòñòâóþùèõ ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàííûì (ñì. ðèñ. 4.4).

Ôóíêöèþ f(x) ìîæíî èñêàòü â âèäå ëèíåéíîé ôóíêöèè y = ax + b, â
âèäå êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè y = ax2 + bx+ c è ò.ä.

Ïóñòü ìû âûáðàëè íåêîòîðóþ ôóíêöèþ y = f(x, a, b, c, . . .), çàâèñÿùóþ
îò ïàðàìåòðîâ a, b, c, . . . . Íàäî ïîäîáðàòü ýòè ïàðàìåòðû òàê, ÷òîáû ôóíê-
öèÿ f îïèñûâàëà ïðîöåññ â íåêîòîðîì ñìûñëå íàèëó÷øèì îáðàçîì.

4.8.1. Ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ

Ðàññìîòðèì ñóììó êâàäðàòîâ ðàçíîñòåé çíà÷åíèé yi, äàâàåìûõ ýêñïå-
ðèìåíòîì è ôóíêöèè f(a, b, c, . . .) â ñîîòâåòñòâóþùèõ òî÷êàõ xi:

S(a, b, c, . . .) =

n∑
i=1

(yi − f(xi, a, b, c, . . .))
2. (4.20)
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Ïîäáåðåì ïàðàìåòðû a, b, c, . . . òàê, ÷òîáû ôóíêöèÿ S(a, b, c . . .) èìåëà ìè-
íèìàëüíîå çíà÷åíèå. Èç íåîáõîäèìîãî óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà ñëåäóåò òîãäà,
÷òî

∂S

∂a
= 0,

∂S

∂b
= 0, . . .

èëè 

n∑
i=1

(yi − f(xi, a, b, c, . . .)
∂f

∂a
= 0

n∑
i=1

(yi − f(xi, a, b, c, . . .)
∂f

∂b
= 0

. . . . . . . . .

(4.21)

Â ýòîé ñèñòåìå óðàâíåíèé ðîâíî ñòîëüêî ñêîëüêî ïàðàìåòðîâ a, b, c, . . ..
Ðåøàÿ ýòó ñèñòåìó íàéäåì êðèòè÷åñêèå òî÷êè, êîòîðûå íàäî èññëåäîâàòü
íà ìèíèìóì.

Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ.
1. Ïóñòü y = f(x, a, b) = ax+ b ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü. Òîãäà

S(a, b) =
n∑
i=1

(yi − (axi + b))2.

Èñïîëüçóÿ ñèñòåìó (4.21), ïîëó÷èì
∂S

∂a
= −2

n∑
I=1

(yi − (axi + b))xi = 0

∂S

∂b
= −2

n∑
I=1

(yi − (axi + b)) = 0

èëè 
n∑
i=1

xiyi − a
n∑
i=1

x2i − b
n∑
i=1

xi = 0

n∑
i=1

yi − a
n∑
i=1

xi − bn = 0.

(4.22)

Ïîñêîëüêó xi, yi ýòî ÷èñëà, òî ýòà ñèñòåìà åñòü ñèñòåìà äâóõ ëèíåéíûõ
óðàâíåíèé ñ äâóìÿ íåèçâåñòíûìè a è b. Ðåøàÿ åå, íàéäåì a è b. Î÷åâèäíî,
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÷òî â ýòîé òî÷êå áóäåò ëîêàëüíûé ìèíèìóì. Ïîñêîëüêó

∂2S

∂a2
= 2

n∑
i=1

x2i = A > 0,

∂2S

∂b2
= 2n = C > 0,

∂2S

∂a∂b
= 2

n∑
i=1

xi = B,

òî îïðåäåëèòåëü

∆ = AC −B2 = 4n
n∑
i=1

x2i − 4

(
n∑
i=1

xi

)2

= 4
∑
i<j

(xi − xj)
2 > 0.

È ïîýòîìó â íàéäåííîé êðèòè÷åñêîé òî÷êå áóäåò ìèíèìóì ôóíêöèè S.
2. Ðàññìîòðèì êâàäðàòè÷íóþ çàâèñèìîñòü y = f(x, a, b, c) = ax2+bx+c.

Òîãäà

S(a, b, c) =
n∑
i=1

(yi − (ax2i + bxi + c))2.

Ñèñòåìà (4.21) äëÿ ýòîé çàâèñèìîñòè èìååò âèä

n∑
i=1

(yi − (ax2i + bxi + c))x2i = 0

n∑
i=1

(yi − (ax2i + bxi + c))xi = 0

n∑
i=1

(yi − (ax2i + bxi + c)) = 0.

Ïðåîáðàçóÿ ýòó ñèñòåìó, ïîëó÷èì

n∑
i=1

x2i yi − a
n∑
i=1

x4i − b
n∑
i=1

x3i − c
n∑
i=1

x2i = 0

n∑
i=1

xiyi − a
n∑
i=1

x3i − b
n∑
i=1

x2i − c
n∑
i=1

xi = 0

n∑
i=1

yi − a
n∑
i=1

x2i − b
n∑
i=1

xi − cn = 0

Ðåøàÿ ñèñòåìó îòíîñèòåëüíî a, b, c íàéäåì ýòè ïàðàìåòðû. Ôóíêöèÿ
S(a, b, c) áóäåò èìåòü ìèíèìóì â ýòîé òî÷êå.

Ïðèìåð 4.8.1. Ïóñòü ôóíêöèîíàëüíàÿ çàâèñèìîñòü y = f(x) çàäàíà
ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè
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x 1 2 3 4 5
y 4,3 5,3 3,8 1,8 2,3

çäåñü n = 5.
Òðåáóåòñÿ íàéòè ôóíêöèþ âèäà y = ax+ b àïïðîêñèìèðóþùóþ ôóíê-

öèþ y = f(x). Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóåì ñèñòåìó (4.22). Ñîñòàâèì òàáëèöó

xi yi x2i xiyi
1 4,3 1 4,3
2 5,3 4 10,6
3 3,8 9 11,4
4 1,8 16 7,2
5 2,3 25 11,5∑
15 17,5 55 45

Ïî òàáëèöå ñîñòàâèì ñèñòåìó{
45− 55a− 15b = 0
17, 5− 15a− 5b = 0.

Ðåøàÿ ýòó ñèñòåìó íàéäåì, ÷òî a = −0, 75, b = 5, 75. Ïîýòîìó ìû ïîëó÷èì
ñëåäóþùóþ ëèíåéíóþ çàâèñèìîñòü

y = −0, 75x+ 5, 75.

Ïîñòðîèì íà ãðàôèêå íàéäåííóþ ëèíåéíóþ çàâèñèìîñòü è íàíåñåì íà
íåãî èñõîäíûå äàííûå (ñì. ðèñ. 4.5.).

�
Y

X

2 4 6 8

2

4

6

0

5, 75

7, 6

Ðèñ. 4.5.
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Ãëàâà 5

Êðàòíûé èíòåãðàë è åãî ïðèëîæåíèÿ

5.1. Äâîéíîé èíòåãðàë è åãî ñâîéñòâà

5.1.1. Çàäà÷è, ïðèâîäÿùèå ê ïîíÿòèþ äâîéíîãî èíòåãðàëà

Íàéòè îáúåì òåëà T , îãðàíè÷åííîãî ñâåðõó íåïðåðûâíîé ïîâåðõíîñòüþ
z = f(x, y) (f(x, y) > 0), ñíèçó îãðàíè÷åííîé çàìêíóòîé îáëàñòüþ D íà
ïëîñêîñòè XOY è ñ áîêîâ ïðÿìîé öèëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòüþ, íàïðàâ-
ëÿþùåé êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ãðàíèöà îáëàñòè D, à îáðàçóþùàÿ ïàðàëëåëüíà
îñè OZ (ðèñ. 5.1). Ïîñòðîèì èíòåãðàëüíóþ ñóììó äëÿ âû÷èñëåíèÿ îáúåìà
ýòîãî òåëà.

1. Ðàçîáüåì îñíîâàíèå D íà n ýëåìåíòàðíûõ ÿ÷ååê (ïëîùàäîê)
s1, s2, . . . , sn.

2. Âû÷èñëèì äëèíó äèàìåòðà dj ÿ÷åéêè sj , ò.å. äëèíó åå íàèáîëüøåé
õîðäû.

3. Â êàæäîé ÿ÷åéêå âûáåðåì òî÷êó Mj(xj , yj) ∈ sj .
4. Îáîçíà÷èì ïëîùàäü êàæäîé ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêè ∆sj .

�
z

y

x

o

Mj

Nj f(x, y)

∆sj

V

Ðèñ. 5.1.
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5. Âû÷èñëèì îáúåì Vj ïðÿìîãî öèëèíäðè÷åñêîãî ñòîëáèêà ñ îñíîâàíè-
åì sj è âûñîòîé |MjNj | = f(xj , yj):

Vj = ∆sj · f(xj , yj).

6. Íàéäåì ñóììó îáúåìîâ âñåõ öèëèíäðè÷åñêèõ ñòîëáèêîâ

Vn =
n∑
j=1

f(xj , yj)∆sj .

Îïðåäåëåíèå 5.1.1. Îáúåìîì äàííîãî òåëà T íàçîâåì ïðåäåë, åñëè îí
ñóùåñòâóåò, ê êîòîðîìó ñòðåìèòñÿ èíòåãðàëüíàÿ ñóììà Vn ïðè ñòðåì-
ëåíèè ê íóëþ íàèáîëüøåãî èç äèàìåòðîâ dj, ò.å.

V = lim
max dj→0

n∑
j=1

f(xj , yj)∆sj .

Ê ñîñòàâëåíèþ àíàëîãè÷íûõ ñóìì ïðèâîäÿò ìíîãèå ïðèêëàäíûå çàäà-
÷è.

5.1.2. Ïîíÿòèå äâîéíîãî èíòåãðàëà

Îïðåäåëåíèå 5.1.2. Äâóìåðíîé èíòåãðàëüíîé ñóììîé îò äàííîé
ôóíêöèè f(x, y) ïî îáëàñòè D íàçûâàåòñÿ ñóììà ïðîèçâåäåíèé ïëîùàäåé
ýëåìåíòàðíûõ ÿ÷ååê ∆sj îáëàñòè D íà çíà÷åíèÿ f(xj , yj) ôóíêöèè f(x, y)
â âûáðàííûõ òî÷êàõ ýòèõ ÿ÷ååê

Sn =
n∑
j=1

f(xj , yj)∆sj .

Îïðåäåëåíèå 5.1.3. Äâîéíûì èíòåãðàëîì îò ôóíêöèè f(x, y) ïî îá-
ëàñòè D íàçûâàåòñÿ ïðåäåë äâóìåðíîé èíòåãðàëüíîé ñóììû ïðè íåîãðà-
íè÷åííîì âîçðàñòàíèè ÷èñëà ýëåìåíòàðíûõ ÿ÷ååê è ñòðåìëåíèè ê íóëþ
èõ íàèáîëüøåãî äèàìåòðà ïðè óñëîâèè, ÷òî ýòîò ïðåäåë ñóùåñòâóåò è
íå çàâèñèò îò ñïîñîáà ðàçáèåíèÿ è âûáîðà òî÷åê, ò.å.∫∫

D

f(x, y) dS = lim
max dj→0

n∑
j=1

f(xj , yj)∆sj .

Îïðåäåëåíèå 5.1.4. Ôóíêöèÿ z = f(x, y) íàçûâàåòñÿ èíòåãðèðóåìîé
ïî îáëàñòè D, åñëè ñóùåñòâóåò äâîéíîé èíòåãðàë ïî ýòîé îáëàñòè.

Ñôîðìóëèðóåì îñíîâíóþ òåîðåìó äëÿ äâîéíûõ èíòåãðàëîâ.
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Òåîðåìà 5.1.1. Ïóñòü D � çàìêíóòàÿ îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ñ
êóñî÷íî-ãëàäêîé ãðàíèöåé è ôóíêöèÿ f(x, y) íåïðåðûâíà â ýòîé îáëàñòè,
òîãäà ôóíêöèÿ f(x, y) èíòåãðèðóåìà ïî îáëàñòè D.

Òàêèì îáðàçîì, êëàññ èíòåãðèðóåìûõ ïî îáëàñòè D ôóíêöèé øèðå
êëàññà íåïðåðûâíûõ â ýòîé îáëàñòè ôóíêöèé.

Çíà÷åíèå èíòåãðàëà íå çàâèñèò îò âèäà ýëåìåíòàðíûõ ÿ÷ååê, ïîýòî-
ìó îáëàñòü D ìîæíî ðàçáèâàòü íà ýëåìåíòàðíûå ÿ÷åéêè ïðÿìûìè ïàðàë-
ëåëüíûìè îñÿì êîîðäèíàò. Ïóñòü i � íîìåð âåðòèêàëüíîé ïîëîñû (i =
1, 2, . . . , n), à j � íîìåð ãîðèçîíòàëüíîé (j = 1, 2, . . . ,m). Òîãäà â ïåðåñå-
÷åíèè ýòèõ ïîëîñ áóäåò ýëåìåíòàðíàÿ ÿ÷åéêà (ïðÿìîóãîëüíèê) sij , à òî÷êà
Mij(xi, yj) ∈ sij . Ïëîùàäü ýëåìåíòàðíûõ ÿ÷ååê áóäåò ðàâíà∆sij = ∆xi∆yj .
Àíàëîãè÷íî, äèôôåðåíöèàë ïëîùàäè ds = dxdy, ïîýòîìó∫∫

D

f(x, y) dxdy = lim
max∆xi→0

lim
max∆yj→0

n∑
i=1

m∑
j=1

f(xi, yj)∆xi∆yj .

5.1.3. Ñâîéñòâà äâîéíûõ èíòåãðàëîâ

Ñôîðìóëèðóåì âñå ñâîéñòâà â âèäå îäíîé òåîðåìû, ïîñêîëüêó îíè àíà-
ëîãè÷íû ñâîéñòâàì îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà.

Òåîðåìà 5.1.2. 1. Àääèòèâíîñòü îòíîñèòåëüíî ïîäûíòåãðàëüíûõ
âûðàæåíèé∫∫

D

(f(x, y)± g(x, y)) dxdy =

∫∫
D

f(x, y) dxdy ±
∫∫
D

g(x, y) dxdy.

2. Àääèòèâíîñòü îòíîñèòåëüíî îáëàñòåé. Ïóñòü îáëàñòè D1 è D2

íå èìåþò îáùèõ âíóòðåííèõ òî÷åê è D = D1 ∪D2, òî∫∫
D

f(x, y) dxdy =

∫∫
D1

f(x, y) dxdy +

∫∫
D2

f(x, y) dxdy.

3. Ïîñòîÿííûé ìíîæèòåëü ìîæíî âûíîñèòü çà çíàê èíòåãðàëà∫∫
D

αf(x, y) dxdy = α

∫∫
D

f(x, y) dxdy.

4. Åñëè äëÿ ëþáîé òî÷êè M(x, y) ∈ D âûïîëíÿåòñÿ f(x, y) 6 g(x, y),
òî ∫∫

D

f(x, y) dxdy 6
∫∫
D

g(x, y) dxdy.
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5. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x, y) èíòåãðèðóåìà ïî îáëàñòè D, òîãäà |f(x, y)|
òàêæå èíòåãðèðóåìà ïî D è∣∣∣∣∣

∫∫
D

f(x, y) dxdy

∣∣∣∣∣6
∫∫
D

∣∣f(x, y)∣∣ dxdy.
6. Ïóñòü m èM ñîîòâåòñòâåííî íàèìåíüøåå è íàèáîëüøåå çíà÷åíèÿ

ôóíêöèè f(x, y) â îáëàñòè D è ∆S ïëîùàäü îáëàñòè D, òîãäà

m∆S 6
∫∫
D

f(x, y) dxdy 6M∆S.

7. Òåîðåìà î ñðåäíåì çíà÷åíèè. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x, y) íåïðåðûâíà â
îáëàñòè D, òîãäà ñóùåñòâóåò òî÷êà M0(x0, y0) ∈ D, òàêàÿ, ÷òî∫∫

D

f(x, y) dxdy = f(x0, y0)∆S.

Âñå ñâîéñòâà äîêàçûâàþòñÿ àíàëîãè÷íî îïðåäåëåííîìó èíòåãðàëó.

5.1.4. Âû÷èñëåíèå äâîéíîãî èíòåãðàëà

Ðàññìîòðèì îáëàñòüD, îãðàíè÷åííóþ ïðÿìûìè x = a, x = b è êðèâûìè
y = φ1(x) è y = φ2(x), ãäå φ1(x) è φ2(x) � íåïðåðûâíûå íà îòðåçêå [a, b]
ôóíêöèè (ðèñ. 5.2).

Îïðåäåëåíèå 5.1.5. Îáëàñòü D = {(x, y) : a 6 x 6 b, φ1(x) 6 y 6
φ2(x)} íàçûâàåòñÿ ïðàâèëüíîé îòíîñèòåëüíî îñè OY .
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Ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó x ∈ (a, b) ïàðàëëåëüíî îñè OY ,
ïåðåñåêàåò ãðàíèöó îáëàñòè D òîëüêî â äâóõ òî÷êàõ M1(x, φ1(x)) è
M2(x, φ2(x)).

Ïóñòü îáëàñòü D îãðàíè÷åíà ïðÿìûìè y = c, y = d è êðèâûìè x =
ψ1(y), x = ψ2(y), ãäå ψ1(y) è ψ2(y)� íåïðåðûâíûå íà îòðåçêå [c, d]ôóíêöèè.

Îïðåäåëåíèå 5.1.6. Îáëàñòü D = {(x, y) : ψ1(y) 6 x 6 ψ2(y), c 6 y 6
d} íàçûâàåòñÿ ïðàâèëüíîé îòíîñèòåëüíî îñè OX.

Ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó y ∈ (c, d) ïàðàëëåëüíî îñè OX, ïåðå-
ñåêàåò ãðàíèöó îáëàñòè D òîëüêî â äâóõ òî÷êàõ N1(ψ1(y), y) è N2(ψ2(y), y).

Òåîðåìà 5.1.3. Ïóñòü D � îáëàñòü, ïðàâèëüíàÿ îòíîñèòåëüíî îñè
OY , è ôóíêöèÿ z = f(x, y) íåïðåðûâíà ïî îáëàñòè D, òîãäà∫∫

D

f(x, y) dxdy =

b∫
a

( φ2(x)∫
φ1(x)

f(x, y) dy

)
dx =

b∫
a

dx

φ2(x)∫
φ1(x)

f(x, y) dy,

ò.å. äâîéíîé èíòåãðàë ìîæåò áûòü âû÷èñëåí â ðåçóëüòàòå äâóõ ïîñëå-
äîâàòåëüíî ïðîâåäåííûõ ïðîñòûõ èíòåãðèðîâàíèé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåäåì äîêàçàòåëüñòâî òîëüêî â ñëó÷àå, êîãäà
ôóíêöèÿ f(x, y) > 0 â îáëàñòè D. Òîãäà∫∫

D

f(x, y) dxdy = V,

ãäå V � îáúåì òåëà T , îãðàíè÷åííîãî ñíèçó îáëàñòüþ D, ñâåðõó ïî-
âåðõíîñòüþ z = f(x, y) è ñ áîêîâ ïðÿìîé öèëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòüþ.
Ïåðåñå÷åì ýòî òåëî ïëîñêîñòüþ, ïåðïåíäèêóëÿðíîé îñè OX, êîòîðàÿ ïðî-
õîäèò ÷åðåç òî÷êó x ∈ (a, b) (ðèñ. 5.3). Ïóñòü M1M2M

′
2M

′
1 � ýòî ñå÷åíèå,

à P1P2P
′
2P

′
1 � åãî ïðîåêöèÿ íà ïëîñêîñòü ZOY . Îáîçíà÷èì σ(x) ïëîùàäü

ñå÷åíèÿ M1M2M
′
2M

′
1, î÷åâèäíî, ÷òî σ(x) = SP1P2P ′

2P
′
1
. Òîãäà

σ(x) = SP1P2P ′
2P

′
1
=

y2∫
y1

f(x, y) dy

êàê ïëîùàäü êðèâîëèíåéíîé òðàïåöèè, ãäå y1 = φ1(x) è y2 = φ2(x). Ïî-
ñêîëüêó

V =

b∫
a

σ(x) dx,
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ãäå σ(x) � ïëîùàäü ïåðåìåííîãî ñå÷åíèÿ òåëà T ïëîñêîñòüþ ïåðïåíäèêó-
ëÿðíîé îñè OX, òî

V =

b∫
a

( φ2(x)∫
φ1(x)

f(x, y) dy

)
dx.

Îòñþäà ñëåäóåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû

∫∫
D

f(x, y) dxdy =

b∫
a

dx

φ2(x)∫
φ1(x)

f(x, y) dy.

Çàìå÷àíèå 5.1.1. Âíóòðåííèé èíòåãðàë

φ2(x)∫
φ1(x)

f(x, y) dy

âû÷èñëÿåòñÿ â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî x = const.

Àíàëîãè÷íàÿ òåîðåìà ñïðàâåäëèâà è äëÿ ïðàâèëüíîé îáëàñòè îòíîñè-
òåëüíî îñè OX.
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Òåîðåìà 5.1.4. Ïóñòü îáëàñòü D ïðàâèëüíàÿ îòíîñèòåëüíî îñè OX
è ôóíêöèÿ z = f(x, y) íåïðåðûâíà ïî îáëàñòè D, òîãäà∫∫

D

f(x, y) dxdy =

d∫
c

dy

ψ2(y)∫
ψ1(y)

f(x, y) dx.

Çàìå÷àíèå 5.1.2. Âíóòðåííèé èíòåãðàë

ψ2(y)∫
ψ1(y)

f(x, y) dx

âû÷èñëÿåòñÿ â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî y = const.

Çàìå÷àíèå 5.1.3. Åñëè îáëàñòü D íåïðàâèëüíàÿ íè ïî êàêîé îñè, òî
åå ðàçáèâàþò íà êîíå÷íîå ÷èñëî ïðàâèëüíûõ îáëàñòåé è áåðóò ñóììó èí-
òåãðàëîâ.

Ïðèìåð 5.1.1. Âû÷èñëèòü
∫∫
D

x2y dxdy, ãäå îáëàñòü D � òðåóãîëüíèê

ñ âåðøèíàìè A(0, 0), B(2, 0), C(2, 1) (ðèñ. 5.4 ). Îáëàñòü D ïðàâèëüíàÿ ïî
îáåèì îñÿì. Áóäåì åå ðàññìàòðèâàòü êàê ïðàâèëüíóþ ïî îñè OY . Ïîñêîëü-
êó ïðÿìàÿ AB çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì y = 0, ïðÿìàÿ CB � óðàâíåíèåì x = 2,

ïðÿìàÿ AC � óðàâíåíèåì y =
x

2
, òî ïî îñè OY íèæíåé ãðàíèöåé áóäåò ÿâ-

ëÿòüñÿ ïðÿìàÿ y = 0, à âåðõíåé � y =
x

2
, ïî îñè OX íèæíÿÿ ãðàíèöà a = 0,

à âåðõíÿÿ � b = 2. Ïîýòîìó∫∫
D

x2y dxdy =

2∫
0

dx

x
2∫

0

x2y dy =

2∫
0

x2dx

x
2∫

0

y dy =

=

2∫
0

x2 · y
2

2

∣∣∣∣ x2
0

dx =

2∫
0

x2 · x
2

8
dx =

1

8

2∫
0

x4dx =
1

8

x5

5

∣∣∣∣2
0

=
4

5
.

Ïðèìåð 5.1.2. Âû÷èñëèòü
∫∫
D

(x+y2) dxdy, ãäå îáëàñòüD çàäàåòñÿ óðàâ-

íåíèÿìè y = x2, y = 0, x + y = 2. Ýòà îáëàñòü ïðàâèëüíàÿ ïî îñè OX
(ðèñ. 5.5). Ãðàíèöàìè ïî îñè OY ÿâëÿþòñÿ c = 0, d = 1, ãäå ïîñëåäíÿÿ ãðà-
íèöà íàõîäèòñÿ êàê òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ êðèâîé x =

√
y è ïðÿìîé x = 2− y.
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Ãðàíèöàìè ïî îñè OX áóäóò íèæíÿÿ � êðèâàÿ x =
√
y è âåðõíÿÿ � ïðÿìàÿ

x = 2− y, ïîýòîìó∫∫
D

(x+ y2) dxdy =

∫ 1

0

dy

2−y∫
√
y

(x+ y2) dx =

∫ 1

0

(x2
2

+ y2x
)∣∣∣∣2−y√

y

dy =

=

1∫
0

(
2− 2y+

y2

2
− y

2
+2y2 − y3 − y

5
2

)
dy =

1∫
0

(
2− 5

2
y+

5

2
y2 − y3 − y

5
2

)
dy =

=
(
2y − 5

4
y2 +

5

6
y3 − 1

4
y4 − 2

7
y

7
2

)∣∣∣∣1
0

= 2− 5

4
+

5

6
− 1

4
− 2

7
=

22

21
.

5.2. Ïðèëîæåíèÿ äâîéíîãî èíòåãðàëà

5.2.1. Îáúåì òåëà

1. Ïî îïðåäåëåíèþ èç ïðåäûäóùåãî ïóíêòà îáúåì òåëà T , îãðàíè÷åí-
íîãî ñâåðõó ïîâåðõíîñòüþ z = f(x, y), f(x, y) > 0, ñíèçó � îáëàñòüþ D íà
ïëîñêîñòè XOY , ñ áîêîâ � öèëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòüþ, íàïðàâëÿþùåé
êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ãðàíèöà îáëàñòè D, à îáðàçóþùàÿ ïàðàëëåëüíà îñè OZ,
ðàâíà äâîéíîìó èíòåãðàëó îò ôóíêöèè f(x, y) ïî îáëàñòè D, ò.å.

V =

∫∫
D

f(x, y) dxdy.

2. Ïóñòü òåëî T îãðàíè÷åíî ñíèçó ïîâåðõíîñòüþ z = f(x, y), ñâåðõó
ïîâåðõíîñòüþ z = g(x, y) è g(x, y) > f(x, y), ïðè÷åì ïðîåêöèåé íà ïëîñêîñòü
XOY îáåèõ ïîâåðõíîñòåé ÿâëÿåòñÿ îáëàñòü D (ðèñ. 5.6), òîãäà

V =

∫∫
D

g(x, y) dxdy −
∫∫
D

f(x, y) dxdy =

∫∫
D

(g(x, y)− f(x, y)) dxdy.
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Ïðèìåð 5.2.1. Íàéòè îáúåì òåëà T , îãðàíè÷åííîãî ïîâåðõíîñòÿìè y =
0, z = 0, y = x2, x + y + z = 2 (ðèñ. 5.7). Òåëî T îãðàíè÷åíî ñâåðõó
ïëîñêîñòüþ z = 2−x−y, ñíèçó îáëàñòüþ D íà ïëîñêîñòè XOY , çàäàâàåìîé
óðàâíåíèÿìè y = 0, y = 2 − x è y = x2. Ïîñêîëüêó ïðÿìàÿ y = 2 − x è
ïàðàáîëà y = x2 ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå x = 1, òî

V =

∫∫
D

(2− x− y) dxdy =

1∫
0

dx

x2∫
0

(2− x− y) dy +

2∫
1

dx

2−x∫
0

(2− x− y) dy =

=

1∫
0

(
(2− x)y − y2

2

)∣∣∣∣x2

0

dx+

2∫
1

(
(2− x)y − y2

2

)∣∣∣∣2−x
0

dx =

=

1∫
0

(
2x2 − x3 − x4

2

)
dx+

2∫
1

(
2− 2x+

x2

2

)
dx =

=
(2x3

3
− x4

4
− x5

10

)∣∣∣∣1
0

+
(
2x− x2 +

x3

6

)∣∣∣∣2
1

=

=
2

3
− 1

4
− 1

10
+ 4− 4 +

4

3
− 2 + 1− 1

6
=

29

60
.
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-2 2

1

√
2

Ðèñ. 5.8.

5.2.2. Ïëîùàäü ïëîñêîé ôèãóðû

Ïóñòü f(x, y) ≡ 1 â îáëàñòèD, òîãäà äâîéíîé èíòåãðàë îò ýòîé ôóíêöèè
ïî äàííîé îáëàñòè áóäåò ðàâåí ïëîùàäè îáëàñòè D, ò.å.

S =

∫∫
D

dxdy.

Ïðèìåð 5.2.2. Âû÷èñëèòü ïëîùàäü îáëàñòè D, îãðàíè÷åííîé ïàðàáî-
ëîé y = 2− x2 è ïðÿìîé y = x (ðèñ. 5.8). Ðåøàÿ ñèñòåìó{

y = 2− x2

y = x,

íàéäåì òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ x1 = −2, x2 = 1. Ïîýòîìó

S =

∫∫
D

dxdy =

1∫
−2

dx

2−x2∫
x

dy =

1∫
−2

y
∣∣2−x2

x
dx =

=

1∫
−2

(2− x2 − x) dx =
(
2x− 1

3
x3 − 1

2
x2
)∣∣∣∣1

−2

= 2− 1

3
− 1

2
+ 4− 8

3
+ 2 =

7

2
.
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∆v

∆u
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L′
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M ′(u, v)∆S′

u

v

)o M1
M2

M3

M4

D

M(x, y)

∆S

L

u u+∆u

v

v +∆v

x

y

Ðèñ. 5.9.

5.2.3. Çàìåíà ïåðåìåííûõ â äâîéíîì èíòåãðàëå

Ïóñòü â ïëîñêîñòè XOY äàíà îáëàñòü D, îãðàíè÷åííàÿ ëèíèåé L
(ðèñ. 5.9). Ðàññìîòðèì äâîéíîé èíòåãðàë ïî ýòîé îáëàñòè∫∫

D

f(x, y) dxdy.

Ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííûõ: {
x = φ(u, v)

y = ψ(u, v),
(5.1)

ãäå ôóíêöèè φ(u, v), ψ(u, v) íåïðåðûâíû è èìåþò íåïðåðûâíûå ÷àñòíûå
ïðîèçâîäíûå ïî u, v â íåêîòîðîé îáëàñòè D′ ïåðåìåííûõ (u, v). Áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî êàæäîé ïàðå çíà÷åíèé (u, v) ∈ D′ ñîîòâåòñòâóåò ïî ôîðìó-
ëàì (5.1) åäèíñòâåííàÿ ïàðà çíà÷åíèé (x, y) ∈ D, è íàîáîðîò. Ò.å. êàæ-
äîé òî÷êå M(x, y) íà ïëîñêîñòè XOY ñîîòâåòñòâóåò åäèíñòâåííàÿ òî÷êà
M ′(u, v) íà ïëîñêîñòè UOV . Êîîðäèíàòû u, v íàçûâàþòñÿ êðèâîëèíåéíû-
ìè êîîðäèíàòàìè òî÷êè M . Òàêèì îáðàçîì, ôîðìóëû (5.1) óñòàíàâëèâàþò
âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó òî÷êàìè îáëàñòåé D è D′.

Â îáëàñòè D′ ðàññìîòðèì ïðÿìûå u = const = c. Ïî ôîðìóëàì (5.1) â
ïëîñêîñòè XOY èì ñîîòâåòñòâóþò êðèâûå{

x = φ(c, v)

y = ψ(c, v).
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Àíàëîãè÷íî, ïðÿìûì v = const = C â ïëîñêîñòè UOV ñîîòâåòñòâóþò êðè-
âûå {

x = φ(u, c)

y = ψ(u, c).

Îáëàñòü D′ ýòèìè ïðÿìûìè ðàçîáüåòñÿ íà ïðÿìîóãîëüíèêè, ñîîòâåòñòâåí-
íî, êðèâûìè îáëàñòü D ðàçîáüåòñÿ íà êðèâîëèíåéíûå ÷åòûðåõóãîëüíèêè.
Ðàññìîòðèì â ïëîñêîñòè UOV ïðÿìîóãîëüíèê s′, îãðàíè÷åííûé ïðÿìûìè
u = const, u + ∆u = const, v = const, v + ∆v = const, åãî ïëîùàäü ðàâíà
∆s′ = ∆u∆v. Ýòîìó ïðÿìîóãîëüíèêó ñîîòâåòñòâóåò êðèâîëèíåéíàÿ ïëî-
ùàäêà s, åå ïëîùàäü îáîçíà÷èì ∆s.

Êàæäîìó çíà÷åíèþ ôóíêöèè z = f(x, y) â îáëàñòè D ñîîòâåòñòâóåò
çíà÷åíèå ýòîé ôóíêöèè z = F (u, v) = f(φ(u, v), ψ(u, v)) â îáëàñòè D′. Òîãäà∑

f(x, y)∆s =
∑

F (u, v)∆s. (5.2)

Âû÷èñëèì ïëîùàäü ∆s êðèâîëèíåéíîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà M1M2M3M4.
Êîîðäèíàòû åãî âåðøèí áóäóò ñëåäóþùèìè:

M1(x1, y1) :x1 = φ(u, v), y1 = ψ(u, v)

M2(x2, y2) :x2 = φ(u+∆u, v), y2 = ψ(u+∆u, v)

M3(x3, y3) :x3 = φ(u+∆u, v +∆v), y3 = ψ(u+∆u, v +∆v)

M4(x4, y4) :x4 = φ(u, v +∆v), y4 = ψ(u, v +∆v).

(5.3)

Â âûðàæåíèÿõ (5.3) çàìåíèì ïðèðàùåíèå ôóíêöèé ñîîòâåòñòâóþùèìè
äèôôåðåíöèàëàìè, ïðåíåáðåãàÿ áåñêîíå÷íî ìàëûìè áîëåå âûñîêîãî ïîðÿä-
êà, ÷åì ∆u è ∆v. Ïîëó÷èì

M1(x1, y1) :x1 = φ(u, v), y1 = ψ(u, v)

M2(x2, y2) :x2 = φ(u, v) +
∂φ

∂u
∆u, y2 = ψ(u, v) +

∂ψ

∂u
∆u

M3(x3, y3) :x3 = φ(u, v) +
∂φ

∂u
∆u+

∂φ

∂v
∆v, y3 = ψ(u, v) +

∂ψ

∂u
∆u+

∂ψ

∂v
∆v

M4(x4, y4) :x4 = φ(u, v) +
∂φ

∂v
∆v, y4 = ψ(u, v) +

∂ψ

∂v
∆v.

(5.4)
Ïëîùàäü ∆s êðèâîëèíåéíîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà ïðèáëèæåííî ðàâíà ïëî-
ùàäè ïàðàëëåëîãðàììà ñ âåðøèíàìè M1M2M3M4, êîòîðàÿ ðàâíà ìîäóëþ
âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðîâ M1M2 è M1M4, ò.å.

∆s ≈
∣∣[M1M2,M1M4]

∣∣.
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Èç ôîðìóë (5.4) íàéäåì âåêòîð

M1M2 =
{(
φ(u, v) +

∂φ

∂u
∆u− φ(u, v)

)
,
(
ψ(u, v) +

∂ψ

∂u
∆u− ψ(u, v)

)
, 0
}
=

=
{∂φ
∂u

∆u,
∂ψ

∂u
∆u, 0

}
,

àíàëîãè÷íî íàéäåì âåêòîð

M1M4 =
{∂φ
∂v

∆v,
∂ψ

∂v
∆v, 0

}
.

Òîãäà

∆s ≈

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ī j̄ k̄
∂φ

∂u
∆u

∂ψ

∂u
∆u 0

∂φ

∂v
∆v

∂ψ

∂v
∆v 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣= ∣∣k̄∣∣

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣
∂φ

∂u
∆u

∂ψ

∂u
∆u

∂φ

∂v
∆v

∂ψ

∂v
∆v

∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣=

=

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣
∂φ

∂u

∂ψ

∂u
∂φ

∂v

∂ψ

∂v

∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∆u∆v =

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣
∂φ

∂u

∂φ

∂v
∂ψ

∂u

∂ψ

∂v

∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∆u∆v.

Îïðåäåëåíèå 5.2.1. Îáîçíà÷èì

I =

∣∣∣∣∣∣∣
∂φ

∂u

∂φ

∂v
∂ψ

∂u

∂ψ

∂v

∣∣∣∣∣∣∣
îïðåäåëèòåëü ßêîáè ôóíêöèé φ(u, v) è ψ(u, v) èëè ÿêîáèàí ïåðåõîäà îò
ïåðåìåííûõ (x, y) ê ïåðåìåííûì (u, v).

Ïîäñòàâëÿÿ ∆s ≈
∣∣I∣∣∆s′ â ðàâåíñòâî (5.2), ïîëó÷èì∑
f(x, y)∆s ≈

∑
F (u, v)

∣∣I∣∣∆s′.
Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå, ïîëó÷èì ôîðìóëó çàìåíû ïå-
ðåìåííûõ â äâîéíîì èíòåãðàëå:∫∫

D

f(x, y) dxdy =

∫∫
D′

F (u, v)
∣∣I∣∣ dudv.
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*
o x

y

φ = α

φ = β

ρ = Φ1(φ)

ρ = Φ2(φ)

Ðèñ. 5.10.

5.2.4. Äâîéíîé èíòåãðàë â ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò

Ðàññìîòðèì äâîéíîé èíòåãðàë â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò∫∫
D

f(x, y) dxdy.

Ïåðåéäåì â ýòîì èíòåãðàëå â ïîëÿðíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò{
x = ρ cosφ
y = ρ sinφ.

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî îáëàñòü D (ðèñ. 5.10) ïðè ýòîé çàìåíå ïåðåéäåò
â îáëàñòü D′, çàäàííóþ ëó÷àìè φ = α, φ = β è êðèâûìè ρ = Φ1(φ),
ρ = Φ2(φ), ïðè÷åì Φ1(φ) 6 Φ2(φ).

Âû÷èñëèì ÿêîáèàí ïåðåõîäà îò äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò ê ïî-

ëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Ïîñêîëüêó
∂x

∂φ
= −ρ sinφ, ∂x

∂ρ
= cosφ,

∂y

∂φ
=

ρ cosφ,
∂y

∂ρ
= sinφ, òî

I =

∣∣∣∣∣∣∣
∂x

∂φ

∂x

∂ρ
∂y

∂φ

∂y

∂ρ

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣−ρ sinφ cosφ
ρ cosφ sinφ

∣∣∣∣ = −ρ sin2 φ− ρ cos2 φφ = −ρ.
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Ïîýòîìó |I| = ρ. Òàêèì îáðàçîì, äâîéíîé èíòåãðàë â ïîëÿðíîé ñèñòåìå
êîîðäèíàò áóäåò èìåòü âèä∫∫

D

f(x, y) dxdy =

∫∫
D′

F (φ, ρ)ρ dρdφ =

β∫
α

dφ

Φ2(φ)∫
Φ1(φ)

F (φ, ρ)ρ dρ.

Ïðèìåð 5.2.3. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë∫∫
D

(x− y + 1) dxdy,

ãäå îáëàñòü D = {(x, y) : x2+y2 6 1} � êðóã åäèíè÷íîãî ðàäèóñà. Ïåðåéäåì
â ïîëÿðíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò{

x = ρ cosφ
y = ρ sinφ.

Òîãäà ãðàíèöà êðóãà áóäåò çàäàâàòüñÿ óðàâíåíèåì

ρ2 cos2 φ+ ρ2 sin2 φ = 1

èëè ρ = 1. Âíóòðè êðóãà ρ áóäåò èçìåíÿòüñÿ îò ρ = 0 äî ρ = 1, à óãîë φ îò
φ = 0 äî φ = 2π. Ïîýòîìó∫∫

D

(x− y + 1) dxdy =

∫∫
D′

(ρ cosφ− ρ sinφ+ 1)ρ dρdφ =

=

2π∫
0

dφ

1∫
0

(ρ2(cosφ− sinφ) + ρ) dρ =

2π∫
0

(
(cosφ− sinφ)

1

3
ρ3 +

1

2
ρ2
)∣∣∣∣1

0

dφ =

=

2π∫
0

(
1

3
(cosφ− sinφ) +

1

2

)
dφ =

1

3
(sinφ+ cosφ)

∣∣∣2π
0
+
1

2
φ
∣∣∣2π
0
= π.

Ïðèìåð 5.2.4. Íàéòè ïëîùàäü ôèãóðû, îãðàíè÷åííîé êðèâîé (x2 +
y2)2 = axy2, ãäå a > 0 ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî. Ïåðåéäåì â ïîëÿðíóþ ñèñòåìó
êîîðäèíàò, ïîëó÷èì ρ4 = aρ3 cosφ sin2 φ. Òîãäà ôèãóðà â ïîëÿðíîé ñèñòåìå
êîîðäèíàò áóäåò îãðàíè÷åíà êðèâîé ρ = a cosφ sin2 φ. Ýòà ôèãóðà åñòü äâà
ëåïåñòêà â ïåðâîé è ÷åòâåðòîé ÷åòâåðòÿõ (ðèñ. 5.11). Ïîýòîìó ìû âû÷èñëèì
ïëîùàäü îäíîãî ëåïåñòêà è óìíîæèì åå íà äâà, ïðåäåëû èíòåãðèðîâàíèÿ

ïî φ áóäóò îò φ = 0 äî φ =
π

2
, à ïî ρ îò ρ = 0 äî ρ = a cosφ sin2 φ. Òîãäà
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+0

π
2

ρ = a cosφ sin2 φ

Ðèñ. 5.11.

S =

∫∫
D

dxdy =

∫∫
D′

ρ dρdφ = 2

π
2∫

0

dφ

a cosφ sin2 φ∫
0

ρ dρ =

= 2

π
2∫

0

1

2
ρ2
∣∣∣∣a cosφ sin2 φ

0

dφ =

π
2∫

0

a2 cos2 φ sin4 φdφ =

= a2

π
2∫

0

1

4
sin2 2φ · 1

2
(1− cos 2φ) dφ =

=
a2

16

π
2∫

0

(1− cos 4φ) dφ− a2

16

π
2∫

0

sin2 2φd sin 2φ =

= −a
2

16
φ

∣∣∣∣π2
0

−a
2

64
sin 4φ

∣∣∣∣π2
0

−a
2

48
sin3 2φ

∣∣∣∣π2
0

=
a2

32
.

5.3. Òðîéíîé èíòåãðàë

Ïóñòü â ïðîñòðàíñòâå R3 çàäàíà çàìêíóòàÿ îáëàñòü V , îãðàíè÷åííàÿ
ïîâåðõíîñòüþ σ. Ïóñòü â îáëàñòè V îïðåäåëåíà íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ u =
f(x, y, z). Ïîñòðîèì èíòåãðàëüíóþ ñóììó.

1. Ðàçîáüåì îáëàñòü V íà ýëåìåíòàðíûå îáëàñòè Vj , j = 1, 2, . . . , n.
2. Âû÷èñëèì îáúåì ∆vj ïîäîáëàñòåé Vj .
3. Âûáåðåì òî÷êè Pj(xj , yj , zj) â ïîäîáëàñòÿõ Vj .
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4. Ñîñòàâèì èíòåãðàëüíóþ ñóììó

Vn =

n∑
j=1

f(Pj)∆vj .

Îáîçíà÷èì dj äèàìåòð ïîäîáëàñòè Vj , ò.å. åå íàèáîëüøèé ëèíåéíûé
ðàçìåð.

Îïðåäåëåíèå 5.3.1. Åñëè ñóùåñòâóåò ïðåäåë èíòåãðàëüíûõ ñóìì

lim
max dj→0

Vn = lim
max dj→0

n∑
j=1

f(Pj)∆vj ,

íå çàâèñÿùèé îò ñïîñîáà ðàçáèåíèÿ îáëàñòè V è âûáîðà òî÷åê Pj, òî îí
íàçûâàåòñÿ òðîéíûì èíòåãðàëîì ïî îáëàñòè V îò ôóíêöèè f(x, y, z) è
îáîçíà÷àåòñÿ ∫∫∫

V

f(P ) dv =

∫∫∫
V

f(x, y, z) dxdydz =

= lim
max dj→0

n∑
j=1

f(Pj)∆vj .

Îïðåäåëåíèå 5.3.2. Îáëàñòü V íàçûâàåòñÿ ïðàâèëüíîé îòíîñèòåëü-
íî îñè OZ, åñëè:

1. âñÿêàÿ ïðÿìàÿ, ïàðàëëåëüíàÿ îñè OZ ïåðåñåêàåò ãðàíèöó σ îáëàñòè
V òîëüêî â äâóõ òî÷êàõ;

2. îáëàñòü V ïðîåêòèðóåòñÿ íà ïëîñêîñòü XOY â ïðàâèëüíóþ îá-
ëàñòü D.

Ïðàâèëüíàÿ îáëàñòü V (ðèñ. 5.12) çàäàåòñÿ óðàâíåíèÿìè

V = {(x, y, z) : ψ1(x, y) 6 z 6 ψ2(x, y)},

ïðè÷åì îáëàñòü D, ïðîåêöèÿ îáëàñòè V íà ïëîñêîñòü XOY , ìîæåò çàäà-
âàòüñÿ îäíèì èç äâóõ ñïîñîáîâ:

D = {(x, y) : a 6 x 6 b, φ1(x) 6 y 6 φ2(x)} ëèáî

D = {(x, y) : φ1(y) 6 x 6 φ2(y), c 6 y 6 d}.
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,
z

y

x

o

V

ψ2(x, y)

ψ1(x, y)

D
b

a
φ1(x) φ2(x)

Ðèñ. 5.12.

Îïðåäåëåíèå 5.3.3. Âûðàæåíèÿ

IV =

b∫
a

dx

φ2(x)∫
φ1(x)

dy

ψ2(x,y)∫
ψ1(x,y)

f(x, y, z) dz,

IV =

d∫
c

dy

φ2(y)∫
φ1(y)

dx

ψ2(x,y)∫
ψ1(x,y)

f(x, y, z) dz

íàçûâàþòñÿ òðåõêðàòíûì èíòåãðàëîì îò ôóíêöèè f(x, y, z) ïî îáëàñòè
V .

5.3.1. Ñâîéñòâà òðîéíîãî èíòåãðàëà

Òåîðåìà 5.3.1. Åñëè îáëàñòü V ðàçáèòü íà äâå îáëàñòè V1 è V2, òî
òðîéíîé èíòåãðàë ïî îáëàñòè V ðàâåí ñóììå èíòåãðàëîâ ïî îáëàñòÿì V1
è V2.

Òåîðåìà 5.3.2 (Òåîðåìà îá îöåíêå). Åñëè m èM � íàèìåíüøåå è íàè-
áîëüøåå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f(x, y, z) â îáëàñòè V , òî âûïîëíÿåòñÿ íåðà-
âåíñòâî

mV 6
∫∫∫
V

f(x, y, z) dxdydz 6MV,

ãäå V � îáúåì îáëàñòè V .
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Òåîðåìà 5.3.3 (Òåîðåìà î ñðåäíåì). Òðîéíîé èíòãåðàë îò íåïðåðûâ-
íîé ôóíêöèè f(x, y, z) ïî îáëàñòè V ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ îáúåìà V ýòîé
îáëàñòè íà çíà÷åíèå ôóíêöèè â íåêîòîðîé òî÷êå P = (x0, y0, z0) îáëàñòè
V , ò.å. ∫∫

V

f(x, y, z) dxdydz = f(P )V.

Çàìå÷àíèå 5.3.1. Òåîðåìû 5.3.1 � 5.3.3 ñïðàâåäëèâû è äëÿ òðåõêðàò-
íîãî èíòåãðàëà I.

Òåîðåìà 5.3.4. Òðîéíîé èíòåãðàë îò ôóíêöèè f(x, y, z), íåïðåðûâíîé
â ïðàâèëüíîé îáëàñòè V , ðàâåí òðåõêðàòíîìó èíòåãðàëó ïî ýòîé îáëà-
ñòè, ò.å. ∫∫∫

V

f(x, y, z) dxdydz =

b∫
a

dx

φ2(x)∫
φ1(x)

dy

ψ2(x,y)∫
ψ1(x,y)

f(x, y, z) dz

ëèáî ∫∫∫
V

f(x, y, z) dxdydz =

d∫
c

dy

φ2(y)∫
φ1(y)

dx

ψ2(x,y)∫
ψ1(x,y)

f(x, y, z) dz.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì òðåõêðàòíûé èíòåãðàë I. Ðàçîáüåì îá-
ëàñòü V íà n ïðàâèëüíûõ ïîäîáëàñòåé Vj , j = 1, 2, . . . , n. Ïî çàìå÷àíèþ

5.3.1 è ïî òåîðåìå 5.3.1 èíòåãðàë I =
n∑
j=1

IVj , ãäå IVj � òðåõêðàòíûå èíòå-

ãðàëû ïî îáëàñòÿì Vj . Ïî òåîðåìå 5.3.3 èìååì IVj = f(Pj)∆Vj , ãäå ∆Vj �
îáúåì ïîäîáëàñòè Vj , à Pj � íåêîòîðàÿ òî÷êà ýòîé ïîäîáëàñòè. Òîãäà

I =
n∑
j=1

f(Pj)∆Vj .

Ýòî åñòü èíòåãðàëüíàÿ ñóììà äëÿ òðîéíîãî èíòåãðàëà. Òàê êàê ôóíêöèÿ
f(x, y, z) íåïðåðûâíà â îáëàñòè V , òî ïðåäåë èíòåãðàëüíûõ ñóìì ñóùåñòâó-
åò, è ïîýòîìó òðîéíîé èíòåãðàë ðàâåí òðåõêðàòíîìó.

Ýòî îñíîâíàÿ òåîðåìà äëÿ âû÷èñëåíèÿ òðîéíîãî èíòåãðàëà.

Çàìå÷àíèå 5.3.2. Åñëè f(x, y, z) ≡ 1 â îáëàñòè V , òî îáúåì ýòîé
îáëàñòè áóäåò ðàâåí òðîéíîìó èíòåãðàëó, ò.å.

V =

∫∫∫
V

dxdydz.
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Ïðèìåð 5.3.1. Âû÷èñëèòü òðîéíîé èíòåãðàë îò ôóíêöèè f(x, y, z) = xy
ïî îáëàñòè V , çàäàâàåìîé óðàâíåíèÿìè x = 0, y = 0, z = 0, x + y + z = 1.
Èìååì ∫∫∫

V

xy dxdydz =

1∫
0

dx

1−x∫
0

dy

1−x−y∫
0

xy dz =

=

1∫
0

dx

1−x∫
0

xyz
∣∣∣1−x−y
0

dy =

1∫
0

dx

1−x∫
0

xy(1− x− y) dy =

=

1∫
0

dx

1−x∫
0

(xy − x2y − xy2) dy =

∫ 1

0

(1
2
xy2 − 1

2
x2y2 − 1

3
xy3
)∣∣∣1−x

0
dx =

=

∫ 1

0

(1
2
x(1−x)2−1

2
x2(1−x)2−1

3
(1−x)3

)
dx =

∫ 1

0

(1
6
x−1

2
x2+

1

2
x3−1

6
x4
)
dx =

=
( 1

12
x2 − 1

6
x3 +

1

8
x4 − 1

30
x5
)∣∣∣1

0
=

1

12
− 1

6
+

1

8
− 1

30
=

1

120
.

5.3.2. Çàìåíà ïåðåìåííûõ â òðîéíîì èíòåãðàëå

Àíàëîãè÷íî çàìåíå ïåðåìåííûõ â äâîéíîì èíòåãðàëå ìîæíî âûâåñòè
ïðàâèëî äëÿ çàìåíû ïåðåìåííûõ â òðîéíîì èíòåãðàëå. Ïóñòü äàí òðîéíîé
èíòåãðàë â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò∫∫∫

V

f(x, y, z) dxdydz

è çàìåíà ïåðåìåííûõ 
x = φ(u, v, t)

y = ψ(u, v, t)

z = χ(u, v, t),

ãäå ôóíêöèè φ,ψ, χ âçàèìíî-îäíîçíà÷íî îòîáðàæàþò îáëàñòü V ′ â êðè-
âîëèíåéíûõ êîîðäèíàòàõ u, v, t íà îáëàñòü V â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ
x, y, z. Òîãäà ∫∫∫

V

f(x, y, z) dxdydz =

∫∫∫
V ′

f(u, v, t)|I| dudvdt,
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ãäå |I| � ìîäóëü ÿêîáèàíà ïåðåõîäà

I =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂x

∂u

∂x

∂v

∂x

∂t
∂y

∂u

∂y

∂v

∂y

∂t
∂z

∂u

∂z

∂v

∂z

∂t
.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ÷àñòíûå ñëó÷àè çàìåíû ïåðåìåííûõ â òðîéíîì

èíòåãðàëå.

5.3.3. Öèëèíäðè÷åñêèå êîîðäèíàòû

Öèëèíäðè÷åñêèå êîîðäèíàòû çàäàþòñÿ óðàâíåíèÿìè x = ρ cosφ
y = ρ sinφ
z = z,

ãäå φ, ρ � ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû òî÷êè M � ïðîåêöèè òî÷êè P íà ïëîñ-
êîñòüXOY . Âû÷èñëèì ÿêîáèàí ïåðåõîäà îò äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò
ê öèëèíäðè÷åñêîé:

I =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂x

∂ρ

∂x

∂φ

∂x

∂z
∂y

∂ρ

∂y

∂φ

∂y

∂z
∂z

∂ρ

∂z

∂φ

∂z

∂z

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣
cosφ −ρ sinφ 0
sinφ ρ cosφ 0
0 0 1

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣cosφ −ρ sinφ
sinφ ρ cosφ

∣∣∣∣ = ρ,

ïîýòîìó ∫∫∫
V

f(x, y, z) dxdydz =

∫∫∫
V ′

f(ρ, φ, z)ρ dρdφdz.

5.3.4. Ñôåðè÷åñêèå êîîðäèíàòû

Ñôåðè÷åñêèå êîîðäèíàòû çàäàþòñÿ ñëåäóþùèìè óðàâíåíèÿìè: x = ρ cosφ cos θ
y = ρ sinφ cos θ
z = ρ sin θ,

çäåñü
ρ� äëèíà ðàäèóñ-âåêòîðà òî÷êè P , ò.å. ðàññòîÿíèå îò íà÷àëà êîîðäèíàò

äî òî÷êè P ;
φ � óãîë ìåæäó ïðîåêöèåé ðàäèóñ-âåêòîðà òî÷êè P íà ïëîñêîñòü XOY

è îñüþ OX;
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-z y

x
x2 + y2 + z2 = 4

x2 + y2 = 3z

Ðèñ. 5.13.

θ � óãîë ìåæäó ðàäèóñ-âåêòîðîì òî÷êè P è åãî ïðîåêöèåé íà ïëîñêîñòü
XOY .

Äàííûå ïåðåìåííûå èçìåíÿþòñÿ â ñëåäóþùèõ ïðåäåëàõ: 0 6 ρ < +∞,

0 6 φ < 2π, −π
2

6 θ 6 π

2
. Âû÷èñëèì ÿêîáèàí ïåðåõîäà îò äåêàðòîâîé

ñèñòåìû êîîðäèíàò ê ñôåðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò

I =

∣∣∣∣∣∣
cosφ cos θ −ρ sinφ cos θ −ρ cosφ sin θ
sinφ cos θ ρ cosφ cos θ −ρ sinφ sin θ

sin θ 0 ρ cos θ

∣∣∣∣∣∣ = ρ2 cos θ.

Òîãäà ∫∫∫
V

f(x, y, z) dxdydz =

∫∫∫
V ′

f(ρ, φ, θ)ρ2 cos θ dρdφdθ.

Ïðèìåð 5.3.2. Âû÷èñëèòü îáúåì òåëà, îãðàíè÷åííîãî ñôåðîé x2+ y2+
z2 = 4 è ïàðàáîëîèäîì x2 + y2 = 3z (ðèñ. 5.13). Íàéäåì ïðîåêöèþ òåëà íà
ïëîñêîñòü XOY . Èìååì

4− z2 = 3z, z2 + 3z − 4 = 0, z1 = −4, z2 = 1,

ïîýòîìó ïðîåêöèåé áóäåò êðóã x2 + y2 = 3 ðàäèóñà
√
3. Ïåðåéäåì â öèëèí-

äðè÷åñêóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò x = ρ cosφ
y = ρ sinφ
z = z.
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Îáúåì ìîæíî èñêàòü, â ñèëó ñèììåòðèè òåëà, òîëüêî â ïåðâîé ÷åòâåðòè,

ïîýòîìó 0 6 φ 6 π

2
, 0 6 ρ 6

√
3. Íèæíåé ãðàíèöåé ïî îñè OZ áóäåò

ïàðàáîëîèä z =
1

3
ρ2, à âåðõíåé � ñôåðà z =

√
4− ρ2. Òîãäà

V =

∫∫∫
V

dxdydz = 4

π
2∫

0

dφ

√
3∫

0

ρ dρ

√
4−ρ2∫

1
3ρ

2

dz = 4

π
2∫

0

dφ

√
3∫

0

ρ
(√

4− ρ2−1

3
ρ2
)
dρ =

= 2

π
2∫

0

dφ

√
3∫

0

(
√
4− ρ2 − 1

3
ρ2) d(ρ2) = 2

π
2∫

0

(
−2

3

√
(4− ρ2)3 − 1

6
ρ4
)∣∣∣√3

0
dφ =

= 2

π
2∫

0

(
−1

3
+

16

3
− 3

2

)
dφ =

19

3
φ
∣∣∣π2
0
=

19

6
π.

5.4. n-ìåðíûå èíòåãðàëû

Ðàññìîòðèì îãðàíè÷åííóþ îáëàñòü D ⊂ Rn, è ïóñòü ôóíêöèÿ
f(x) = f(x1, x2, . . . , xn) îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà íà D. Îïðåäåëèì èíòå-
ãðàë îò ôóíêöèè f(x) ïî îáëàñòè D.

1. Ïðîâåäåì ðàçáèåíèå îáëàñòè D (n−1)-ìåðíûìè ãèïåðïîâåðõíîñòÿìè
íà êîíå÷íîå ÷èñëî ïîäîáëàñòåé Vj , j = 1, 2, . . . , n.

2. Ïóñòü ñóùåñòâóåò n-ìåðíûé îáúåì ýòèõ ïîäîáëàñòåé, ðàâíûé ∆Vj .

3. Âûáåðåì â êàæäîé ïîäîáëàñòè òî÷êó P (xj) = P (xj1, x
j
2, . . . , x

j
n).

4. Ñîñòàâèì èíòåãðàëüíóþ ñóììó

Vn =
n∑
j=1

P (xj)∆Vj .

Îáîçíà÷èì dj äèàìåòð ïîäîáëàñòè Vj , ò.å. åå íàèáîëüøèé ëèíåéíûé
ðàçìåð.

Îïðåäåëåíèå 5.4.1. n-ìåðíûì èíòåãðàëîì ïî îáëàñòè D ⊂ Rn îò
ôóíêöèè f(x) = f(x1, x2, . . . , xn) íàçûâàåòñÿ ïðåäåë èíòåãðàëüíûõ ñóìì

lim
max dj→0

Vn = lim
max dj→0

n∑
j=1

P (xj)∆Vj ,
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íå çàâèñÿùèé îò ñïîñîáà ðàçáèåíèÿ îáëàñòè D íà ÷àñòè÷íûå ïîäîáëàñòè
è âûáîðà òî÷åê P (xj), è îáîçíà÷àåòñÿ∫

D

f(x)dx =

∫∫
· · ·
∫
D

f(x1, x2, . . . , xn) dx1dx2 · · · dxn.

Òåîðåìà 5.4.1. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x1, . . . , xn) íåïðåðûâíà â îáëà-
ñòè D è îáëàñòü D óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ, ÷òî ëþáàÿ ïðÿìàÿ, ïà-
ðàëëåëüíàÿ îñè Oxn, ïåðåñåêàåò åå ãðàíèöó íå áîëåå ÷åì â 2-õ òî÷-
êàõ φ1(x1, x2, . . . , xn−1) è φ2(x1, x2, . . . , xn−1) (ò.å. îáëàñòü D îãðàíè÷å-
íà (n − 1)-ìåðíûìè ïîâåðõíîñòÿìè xn = φ1(x1, x2, . . . , xn−1) è xn =
φ2(x1, x2, . . . , xn−1)), òîãäà∫∫

· · ·
∫
D

f(x1, . . . , xn) dx1dx2 · · · dxn =

=

∫∫
· · ·

∫
Dn−1

dx1 · · · dxn−1

φ2(x1,...,xn−1)∫
φ1(x1,...,xn−1)

f(x1, . . . , xn) dxn,

ãäå Dn−1 ïðîåêöèÿ îáëàñòè D íà êîîðäèíàòíóþ ãèïåðïëîñêîñòü
Ox1x2 · · ·xn−1.

Çàìå÷àíèå 5.4.1. Åñëè ïðîåêöèÿ Dn−1 îïÿòü îáëàäàåò ýòèì ñâîé-
ñòâîì ïî îòíîøåíèþ ê xn−1 è òàê äàëåå, òî ìîæíî ñâåñòè n-ìåðíûé
èíòåãðàë ê n-êðàòíîìó èíòåãðàëó∫∫

· · ·
∫
D

f(x1, . . . , xn) dx1 · · · dxn =

=

b∫
a

dx1

φn−1
2 (x1)∫

φn−1
1 (x1)

dx2

φn−2
2 (x1,x2)∫

φn−2
1 (x1,x2)

dx3 · · ·
φ1

2(x1,...,xn−1)∫
φ1

1(x1,...,xn−1)

f(x1, . . . , xn) dxn.

Ñâîéñòâà n-ìåðíîãî èíòåãðàëà àíàëîãè÷íû ñâîéñòâàì äâîéíîãî èíòå-
ãðàëà, è ìû èõ íå áóäåì ïîâòîðÿòü.

5.5. Êðèâûå è ïîâåðõíîñòè âòîðîãî ïîðÿäêà

Äàííûé ìàòåðèàë äàåòñÿ â êà÷åñòâå äîïîëíèòåëüíîãî. Ðàññìîòðèì
êðèâûå âòîðîãî ïîðÿäêà íà ïëîñêîñòè. Îáùåå óðàâíåíèå êðèâûõ âòîðîãî
ïîðÿäêà èìååò âèä

Ax2 + 2Bxy + Cy2 + 2Dx+ 2Ey + F = 0.
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.o a

b
x2

a2
+
y2

b2
= 1

Ðèñ. 5.14.

/
y

x

x2

a2
− y2

b2
= 1

y2

b2
− x2

a2
= 1

Ðèñ. 5.15.

Åñëè îïðåäåëèòåëü

δ =

∣∣∣∣A B
B C

∣∣∣∣ ̸= 0,

òî ñ ïîìîùüþ ïåðåíîñà è ïîâîðîòà ñèñòåìû êîîðäèíàò îáùåå óðàâíåíèå
ñâîäèòñÿ ê îäíîìó èç êàíîíè÷åñêèõ âèäîâ.

5.5.1. Êðèâûå âòîðîãî ïîðÿäêà

Ýëëèïñ

Êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ýëëèïñà èìååò âèä (ðèñ. 5.14)

x2

a2
+
y2

b2
= 1,

ãäå a � áîëüøàÿ ïîëóîñü; b � ìàëàÿ ïîëóîñü ýëëèïñà.

Ãèïåðáîëà

Êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ãèïåðáîëû èìååò âèä (ðèñ. 5.15)

x2

a2
− y2

b2
= 1,

ãäå a � äåéñòâèòåëüíàÿ ïîëóîñü; b � ìíèìàÿ ïîëóîñü ãèïåðáîëû. Óðàâíå-
íèå ñîïðÿæåííîé ãèïåðáîëû åñòü

y2

b2
− x2

a2
= 1.
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0y

x

y2 = 2pxy2 = −2px

p/2−p/2

Ðèñ. 5.16.

Àñèìïòîòàìè ýòèõ ãèïåðáîë ÿâëÿþòñÿ ïðÿìûå y = ± b

a
x.

Ïàðàáîëà

Êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ïàðàáîëû èìååò âèä (ðèñ. 5.16)

y2 = 2px, p > 0.

Äðóãèìè êàíîíè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè ïàðàáîëû ÿâëÿþòñÿ óðàâíåíèÿ

y2 = −2px, x2 = 2px, x2 = −2px.

5.5.2. Ïîâåðõíîñòè âòîðîãî ïîðÿäêà

Ðàññìîòðèì ïîâåðõíîñòè âòîðîãî ïîðÿäêà (ðèñ. 5.17-5.25).

Ýëëèïñîèä

Êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ýëëèïñîèäà (ðèñ. 5.17) èìååò âèä

x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
= 1,

çäåñü a, b, c � ïîëóîñè ýëëèïñîèäà.

Îäíîïîëîñòíîé ãèïåðáîëîèä

Îäíîïîëîñòíûå ãèïåðáîëîèäû (ðèñ. 5.18) èìåþò ñëåäóþùèå óðàâíåíèÿ:

x2

a2
+
y2

b2
− z2

c2
= 1;

x2

a2
+
z2

c2
− y2

b2
= 1;

y2

b2
+
z2

c2
− x2

a2
= 1.
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Äâóïîëîñòíîé ãèïåðáîëîèä

Äâóïîëîñòíûå ãèïåðáîëîèäû (ðèñ. 5.19) èìåþò ñëåäóþùèå óðàâíåíèÿ:

x2

a2
+
y2

b2
− z2

c2
= −1;

x2

a2
+
z2

c2
− y2

b2
= −1;

y2

b2
+
z2

c2
− x2

a2
= −1.

Ýëëèïòè÷åñêèé ïàðàáîëîèä

Ýëëèïòè÷åñêèå ïàðàáîëîèäû (ðèñ. 5.20) èìåþò ñëåäóþùèå óðàâíåíèÿ:

2z =
x2

p
+
y2

q
;

2y =
x2

p
+
z2

q
;

2x =
y2

p
+
z2

q
.

Ãèïåðáîëè÷åñêèé ïàðàáîëîèä

Ãèïåðáîëè÷åñêèå ïàðàáîëîèäû (ðèñ. 5.21) èìåþò ñëåäóþùèå óðàâíåíèÿ:

2z =
x2

p
− y2

q
;

2y =
x2

p
− z2

q
;

2x =
y2

p
− z2

q
.

Êîíóñû âòîðîãî ïîðÿäêà

Êîíóñû âòîðîãî ïîðÿäêà (ðèñ. 5.22) èìåþò ñëåäóþùèå óðàâíåíèÿ:

x2

a2
+
y2

b2
− z2

c2
= 0;

x2

a2
+
z2

c2
− y2

b2
= 0;

y2

b2
+
z2

c2
− x2

a2
= 0.
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Öèëèíäðû âòîðîãî ïîðÿäêà

Â ïðîñòðàíñòâå R3 óðàâíåíèå f(x, y) = 0 çàäàåò öèëèíäðè÷åñêóþ ïîâåðõ-
íîñòü, îáðàçóþùàÿ êîòîðîãî � ïðÿìàÿ ïàðàëëåëüíàÿ îñè OZ, à íàïðàâ-
ëÿþùàÿ � êðèâàÿ, ëåæàùàÿ â ïëîñêîñòè XOY . Àíàëîãè÷íî, óðàâíåíèå
f(x, z) = 0 çàäàåò öèëèíäðè÷åñêóþ ïîâåðõíîñòü ñ îáðàçóþùåé ïàðàëëåëü-
íîé îñè OY è íàïðàâëÿþùåé � êðèâîé â ïëîñêîñòè XOZ, à óðàâíåíèå
f(y, z) = 0 çàäàåò öèëèíäðè÷åñêóþ ïîâåðõíîñòü ñ îáðàçóþùåé ïàðàëëåëü-
íîé îñè OX è íàïðàâëÿþùåé � êðèâîé â ïëîñêîñòè Y OZ. Ïîýòîìó óðàâ-
íåíèÿ âñåõ êðèâûõ âòîðîãî ïîðÿäêà çàäàþò â ïðîñòðàíñòâå R3 öèëèíäðè-
÷åñêèå ïîâåðõíîñòè. Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå èç íèõ.

Ýëëèïòè÷åñêèé öèëèíäð

Ýëëèïòè÷åñêèå öèëèíäðû (ðèñ. 5.23) çàäàþòñÿ â ïðîñòðàíñòâå óðàâíåíèÿ-
ìè

x2

a2
+
y2

b2
= 1,

y2

b2
+
z2

c2
= 1,

x2

a2
+
z2

c2
= 1.

Ãèïåðáîëè÷åñêèé öèëèíäð

Ãèïåðáîëè÷åñêèå öèëèíäðû (ðèñ. 5.24), íàïðèìåð, ìîãóò çàäàâàòüñÿ óðàâ-
íåíèÿìè

x2

a2
− y2

b2
= 1,

y2

b2
− z2

c2
= 1,

x2

a2
− z2

c2
= 1

è óðàâíåíèÿìè, ñîïðÿæåííûìè ê íèì.

Ïàðàáîëè÷åñêèé öèëèíäð

Ïàðàáîëè÷åñêèå öèëèíäðû (ðèñ. 5.25) çàäàþòñÿ óðàâíåíèÿìè

y2 = 2px, x2 = 2pz, z2 = 2py.
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1z

y

x

b

c

a

x2

a2 + y2

b2 + z2

c2 = 1

Ðèñ. 5.17.

2
z

y

x

b
c

a

x2

a2 + y2

b2 − z2

c2 = 1

Ðèñ. 5.18.

3
z

y

x

b
c

a

x2

a2 + y2

b2 − z2

c2 = −1

Ðèñ. 5.19.

4
z

y

x

2z = x2

p + y2

q

Ðèñ. 5.20.
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5z

x

y

2z = x2

p − y2

q

Ðèñ. 5.21.

6
z

y

x

x2

a2 + y2

b2 − z2

c2 = 0

Ðèñ. 5.22.

7
z

y

x

x2

a2 + y2

b2 = 1

Ðèñ. 5.23.

8
z

y

x

y2

a2 − z2

b2 = 1

Ðèñ. 5.24.

9z

y

x

x2 = 2py

Ðèñ. 5.25.
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Ãëàâà 6

Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ

6.1. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

6.1.1. Çàäà÷è, ïðèâîäÿùèå ê ïîíÿòèþ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé

Óñòàíîâëåíî, ÷òî ñêîðîñòü ðîñòà íàñåëåíèÿ ïðÿìî ïðîïîðöèîíàëüíà
åãî êîëè÷åñòâó â êàæäûé äàííûé ìîìåíò. Îïðåäåëèòü çàêîí èçìåíåíèÿ
íàñåëåíèÿ Çåìëè â çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè, åñëè ïðè t = 0 íàñåëåíèå áûëî
m0.

Ñêîðîñòü ðîñòà îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü â ìîìåíò âðå-
ìåíè t íàñåëåíèå áûëî m, â ìîìåíò âðåìåíè t + ∆t ñòàëî ðàâíî m + ∆m.

Çà âðåìÿ ∆t íàñåëåíèå óâåëè÷èëîñü íà ∆m. Îòíîøåíèå
∆m

∆t
åñòü ñðåäíÿÿ

ñêîðîñòü ðîñòà íàñåëåíèÿ. Ïðåäåë ýòîãî îòíîøåíèÿ ïðè ∆t→ 0

lim
∆t→0

∆m

∆t
=
dm

dt

åñòü ñêîðîñòü ðîñòà íàñåëåíèÿ â ìîìåíò âðåìåíè t. Ïî óñëîâèþ çàäà÷è

dm

dt
= km,

ãäå k � êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè (k > 0). Ïðè óâåëè÷åíèè t íà-

ñåëåíèå óâåëè÷èâàåòñÿ, ïîýòîìó
dm

dt
> 0. Ðåøàÿ ýòî äèôôåðåíöèàëüíîå

óðàâíåíèå íàéäåì, ÷òî

m = m0e
kt.

6.1.2. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ

Îïðåäåëåíèå 6.1.1. Äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì íàçûâàåòñÿ
óðàâíåíèå, ñâÿçûâàþùåå íåçàâèñèìóþ ïåðåìåííóþ x, èñêîìóþ ôóíêöèþ
y = f(x) è åå ïðîèçâîäíûå y′, y′′, . . . , y(n), ò.å.

F (x, y, y′, y′′, . . . , y(n)) = 0
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èëè

F
(
x, y,

dy

dx
,
d2y

dx2
, . . . ,

dny

dxn

)
= 0.

Íàïðèìåð, äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèå

y′
2 − 2xy′ = x2

èëè
(x2 + y2)dy = 2xydx.

Îïðåäåëåíèå 6.1.2. Ïîðÿäêîì äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ íàçûâà-
åòñÿ ïîðÿäîê íàèâûñøåé ïðîèçâîäíîé, âõîäÿùåé â óðàâíåíèå.

Íàïðèìåð, äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå y′ − 2xy2 + 5 = 0 åñòü äèô-
ôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ïðåâîãî ïîðÿäêà. Óðàâíåíèå y′′ + 2y′ + 3y = 5x
èìååò âòîðîé ïîðÿäîê.

Îïðåäåëåíèå 6.1.3. Ðåøåíèåì äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ íàçûâà-
åòñÿ âñÿêàÿ ôóíêöèÿ y = φ(x), êîòîðàÿ, áóäó÷è ïîäñòàâëåíà â óðàâíåíèå,
ïðåâðàùàåò åãî â òîæäåñòâî.

6.2. Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà

Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà èìååò âèä

F (x, y, y′) = 0.

Åñëè ýòî óðàâíåíèå ìîæíî ðàçðåøèòü îòíîñèòåëüíî y′, òî åãî ìîæíî çàïè-
ñàòü â âèäå

y′ = f(x, y) èëè f(x, y)dx+ g(x, y)dy = 0,

è åãî òîãäà íàçûâàþò ðàçðåøåííûì îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíîé.

Òåîðåìà 6.2.1 (Êîøè, òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè). Åñ-
ëè â äèôôåðåíöèàëüíîì óðàâíåíèè

y′ = f(x, y)

ôóíêöèÿ f(x, y) è åå ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ
∂f

∂y
ïî y íåïðåðûâíû â íåêî-

òîðîé îáëàñòè D íà ïëîñêîñòè XOY , ñîäåðæàùåé íåêîòîðóþ òî÷êó
M0(x0, y0), òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ

y = φ(x),

óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ, ÷òî ïðè x = x0 çíà÷åíèå y = y0 = φ(x0), ò.å.
êðèâàÿ y = φ(x) ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó M0.
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Ãåîìåòðè÷åñêèì ñìûñëîì ýòîé òåîðåìû ÿâëÿåòñÿ ôàêò, ÷òî ñóùåñòâóåò
åäèíñòâåííàÿ ôóíêöèÿ y = φ(x), ÿâëÿþùàÿñÿ ðåøåíèåì ýòîãî óðàâíåíèÿ,
è ãðàôèê êîòîðîé ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó (x0, y0).

Îïðåäåëåíèå 6.2.1. Óñëîâèå, ÷òî ïðè x = x0, ôóíêöèÿ y ðàâíà çà-
äàííîìó ÷èñëó y0, íàçûâàåòñÿ íà÷àëüíûì óñëîâèåì.

Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ìîãóò áûòü çàïèñàíû â îäíîì èç ñëåäóþùèõ âèäîâ:

x = x0, y = y0; y(x0) = y0; y
∣∣
x=x0

= y0.

Îïðåäåëåíèå 6.2.2. Îáùèì ðåøåíèåì äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ
ïåðâîãî ïîðÿäêà íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ

y = φ(x,C),

çàâèñÿùàÿ îò x è ïðîèçâîëüíîé êîíñòàíòû C è óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëî-
âèÿì:

1. ôóíêöèÿ φ(x,C) óäîâëåòâîðÿåò äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ ïðè
ëþáîì C;

2. ïðè ëþáûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ x = x0, y = y0 ìîæíî íàéòè çíà-
÷åíèå êîíñòàíòû C = C0, òàêîå, ÷òî y0 = φ(x0, C0).

Ðåøåíèå y = φ(x,C0) íàçûâàåòñÿ ÷àñòíûì ðåøåíèåì äèôôåðåíöèàëü-
íîãî óðàâíåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 6.2.3. Ðàâåíñòâî âèäà Φ(x, y, C) = 0, íåÿâíî çàäàþùèå
îáùåå ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ, íàçûâàåòñÿ îáùèì èíòå-
ãðàëîì ýòîãî óðàâíåíèÿ. Ñîîòíîøåíèå Φ(x, y, C0) = 0 íàçûâàåòñÿ ÷àñò-
íûì èíòåãðàëîì äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ.

Ãåîìåòðè÷åñêè îáùèé èíòåãðàë ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñåìåéñòâî êðèâûõ
íà ïëîñêîñòè XOY , çàâèñÿùåå îò îäíîé ïðîèçâîëüíîé ïîñòîÿííîé C. Ýòè
êðèâûå íàçûâàþòñÿ èíòåãðàëüíûìè êðèâûìè äàííîãî äèôôåðåíöèàëüíî-
ãî óðàâíåíèÿ. ×àñòíîìó èíòåãðàëó ñîîòâåòñòâóåò îäíà êðèâàÿ ýòîãî ñåìåé-
ñòâà, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó (x0, y0).

Îïðåäåëåíèå 6.2.4. Çàäà÷åé Êîøè äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíå-
íèÿ íàçûâàåòñÿ çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíî-
ãî óðàâíåíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùåãî çàäàííûì íà÷àëüíûì óñëîâèÿì.

×òîáû ðåøèòü çàäà÷ó Êîøè íàäî:
1. íàéòè åãî îáùåå ðåøåíèå y = φ(x,C);
2. íàéòè ÷àñòíîå ðåøåíèå y = φ(x,C0).
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Ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíå-
íèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Ïóñòü äàíî äèôôåðåíöè-
àëüíîå óðàâíåíèå

y′ = f(x, y) (6.1)

è ôóíêöèÿ y = φ(x,C) åñòü åãî îáùåå ðåøåíèå. Îíî îïðåäåëÿåò ñåìåéñòâî
èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ. Óðàâíåíèå (6.1) äëÿ êàæäîé òî÷êè A(x, y) îïðå-
äåëÿåò çíà÷åíèå ïðîèçâîäíîé y′ â ýòîé òî÷êå, ò.å. óãëîâîé êîýôôèöèåíò
êàñàòåëüíîé ê èíòåãðàëüíîé êðèâîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç ýòó òî÷êó A. Òà-
êèì îáðàçîì, óðàâíåíèå (6.1) îïðåäåëÿåò ïîëå íàïðàâëåíèé íà ïëîñêîñòè
XOY . Ñëåäîâàòåëüíî, ñ ãåîìåòðè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ çàäà÷à èíòåãðèðî-
âàíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â íàõîæäåíèè êðèâûõ,
íàïðàâëåíèÿ êàñàòåëüíûõ ê êîòîðûì ñîâïàäàþò ñ íàïðàâëåíèåì ïîëÿ â
ñîîòâåòñòâóþùèõ òî÷êàõ.

6.3. Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ
ïåðåìåííûìè

Îïðåäåëåíèå 6.3.1. Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå âèäà

y′ = f(x) · g(y)
èëè

dy

dx
= f(x) · g(y)

íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåí-
íûìè.

Õàðàêòåðèñòèêîé ýòîãî òèïà óðàâíåíèé ÿâëÿåòñÿ ïðåäñòàâëåíèå ïðà-
âîé ÷àñòè â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ôóíêöèè, çàâèñÿùåé òîëüêî îò x, íà ôóíê-
öèþ, çàâèñÿùóþ òîëüêî îò y.

Íàéäåì îáùåå ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ. Ðàçäåëèì ïåðåìåííûå â óðàâ-

íåíèè
dy

dx
= f(x)g(y). Äëÿ ýòîãî îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ ðàçäåëèì íà g(y) è

óìíîæèì íà dx, ïîëó÷èì
dy

g(y)
= f(x)dx.

Â ïîëó÷åííîì óðàâíåíèè ëåâàÿ ÷àñòü íå çàâèñèò îò ïðàâîé, ïîýòîìó ìû
ìîæåì èíòåãðèðîâàòü ýòî óðàâíåíèå∫

dy

g(y)
=

∫
g(x) dx+ C.

Âû÷èñëÿÿ ïîëó÷åííûå èíòåãðàëû è ïðèáàâëÿÿ â ïðàâóþ ÷àñòü êîíñòàíòó,
ìû ïîëó÷èì îáùåå ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ.
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Çàìåòèì, ÷òî ïðè äåëåíèè íà ôóíêöèþ g(y) ìû ìîãëè ïîòåðÿòü ðåøå-
íèÿ g(y) = 0, ïîýòîìó ÿâëÿåòñÿ ëè ôóíêöèÿ g(y) = 0 ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ
� ïðîâåðÿåòñÿ îòäåëüíî.

Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå âèäà

f1(x)g1(y)dx+ f2(x)g2(y)dy = 0

òàêæå ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðå-
ìåííûìè. Ðàçäåëèì ïåðåìåííûå â ýòîì óðàâíåíèè:

f1(x)

f2(x)
dx = −g2(y)

g1(y)
dy.

Èíòåãðèðóÿ îáå ÷àñòè, ïîëó÷èì∫
f1(x)

f2(x)
dx = −

∫
g2(y)

g1(y)
dy + C.

Â ýòîì óðàâíåíèè ìû äåëèëè íà ôóíêöèè f2(x) è g1(y), ïîýòîìó íàäî ïðî-
âåðÿòü, ÿâëÿþòñÿ ëè ôóíêöèè f2(x) = 0 è g1(y) = 0 ðåøåíèåì èñõîäíîãî
óðàâíåíèÿ.

Ïðèìåð 6.3.1. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ è ïîñòðîèòü ñåìåéñòâî
èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ:

y′ =
y

x
.

Ðàçäåëèì ïåðåìåííûå â ýòîì óðàâíåíèè, ïîëó÷èì

dy

dx
=
y

x
,

dy

y
=
dx

x
.

Ïðîèíòåãðèðóåì îáå ÷àñòè è âû÷èñëèì ïîëó÷åííûå èíòåãðàëû:∫
dy

y
=

∫
dx

x
, ln |y| = ln |x|+ ln |C|, y = Cx.

Òàêèì îáðàçîì, y = Cx åñòü îáùåå ðåøåíèå èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ. Ïîñêîëü-
êó ìû äåëèëè íà y è y = 0 ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ, òî åãî
íàäî âêëþ÷èòü â îòâåò. Íî ïðè C = 0 èç îáùåãî ðåøåíèÿ ìû ïîëó÷àåì ðå-
øåíèå y = 0, ïîýòîìó äîïîëíèòåëüíî ïèñàòü ýòî ðåøåíèå íå íàäî, ìû åãî
íå ïîòåðÿëè. Èíòåãðàëüíûå êðèâûå ýòîãî óðàâíåíèÿ ïîêàçàíû íà ðèñ. 6.1.

Ïðèìåð 6.3.2. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

dx

y3
− 1 + x2

y
dy = 0.

Ðàçäåëèì ïåðåìåííûå è ïðîèíòåãðèðóåì ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå:

dx

1 + x2
= y2dy

∫
dx

1 + x2
=

∫
y2dy.
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:o

y

x

c = 1

c = −1

c = 1/2

c = −2

c = 2

Ðèñ. 6.1.

Âû÷èñëèì èíòåãðàëû:

y3

3
= arctg x+ C, y = 3

√
3 arctg x+ C.

Ïðè ðåøåíèè ýòîãî óðàâíåíèÿ ìû íè÷åãî íå ïîòåðÿëè.
Ïðèìåð 6.3.3. Íàéòè ÷àñòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

tg x · y′ = y + 1,

ïðè x =
π

6
, y = 2. Íàéäåì îáùåå ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ:

dy

y + 1
= ctg xdx,

∫
dy

y + 1
=

∫
ctg xdx,

ln |y + 1| = ln | sinx|+ ln |C|, y + 1 = C sinx, y = C sinx− 1.

Â ïîëó÷åííîå îáùåå ðåøåíèå ïîäñòàâèì íà÷àëüíûå óñëîâèÿ

2 = C sin
π

6
− 1 èëè C = 6,

òîãäà ÷àñòíîå ðåøåíèå èìååò âèä

y = 6 sinx− 1.
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6.3.1. Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, ñâîäÿùèåñÿ ê
óðàâíåíèÿì ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè

Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ âèäà

y′ = f(ax+ by)

ñâîäÿòñÿ ê óðàâíåíèÿì ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè ñ ïîìîùüþ çàìå-
íû

u = ax+ by,

ãäå u(x) íîâàÿ íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ îò x. Òîãäà y =
u− ax

b
è y′ =

u′ − a

b
.

Ïîýòîìó èñõîäíîå óðàâíåíèå ïðèìåò âèä

u′ = bf(u) + a,

êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè.
Ïðèìåð 6.3.4. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ y′ = cos2(2x+ 3y).

Ñäåëàåì çàìåíó 2x + 3y = u, òîãäà y′ =
u′ − 2

3
. Ïîäñòàâèâ ýòó çàìåíó

â óðàâíåíèå, ïîëó÷èì:

u′ = 3 cos2 u+ 2,
du

dx
= 3 cos2 u+ 2,

du

3 cos2 u+ 2
= dx.

Ïðîèíòåãðèðóåì ýòî óðàâíåíèå∫
du

3 cos2 u+ 2
=

∫
dx,

òîãäà

x =

∫
du

3 cos2 u+ 2
=

∣∣∣∣∣∣∣
t = tg u du =

1

1 + t2

cos2 u =
1

1 + t2

∣∣∣∣∣∣∣ =
=

∫
dt

(1 + t2)
( 3

1 + t2
+ 2
) =

∫
dt

5 + 2t2
=

1

2

∫
dt

5
2 + t2

=

=
1√
10

arctg

√
2t√
5

+ C =
1√
10

arctg

√
2 tg u√
5

+ C.

Ïîäñòàâèâ âìåñòî u âûðàæåíèåu = 2x+3y, ïîëó÷èì îáùåå ðåøåíèå èñõîä-
íîãî óðàâíåíèÿ

x =
1√
10

arctg

√
2(2x+ 3y)√

5
+ C.
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6.4. Îäíîðîäíûå óðàâíåíèÿ

Îïðåäåëåíèå 6.4.1. Ôóíêöèÿ f(x, y) íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíîé ôóíêöè-
åé n-ãî ïîðÿäêà îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííûõ x è y, åñëè ïðè ëþáîì t ñïðà-
âåäëèâî òîæäåñòâî

f(tx, ty) = tnf(x, y).

Ïðèìåð 6.4.1. 1. Ôóíêöèÿ f(x, y) = 3
√
x3 + y3 � îäíîðîäíàÿ ôóíêöèÿ

ïåðâîãî ïîðÿäêà, òàê êàê

f(tx, ty) = 3
√
t3x3 + t3y3 = t 3

√
x3 + y3 = tf(x, y).

2. Ôóíêöèÿ f(x, y) =
x

y
+sin

y

x
� îäíîðîäíàÿ ôóíêöèÿ íóëåâîãî ïîðÿä-

êà, òàê êàê

f(tx, ty) =
tx

ty
+ sin

ty

tx
=
x

y
+ sin

y

x
= t0f(x, y).

3. Ôóíêöèÿ f(x, y) = xy − x � íåîäíîðîäíàÿ ôóíêöèÿ, òàê êàê

f(tx, ty) = tx · ty − tx = t(txy − x) ̸= f(x, y).

Îïðåäåëåíèå 6.4.2. Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå âèäà

y′ = f(x, y) èëè
dy

dx
= f(x, y)

íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíûì, åñëè ôóíêöèÿ f(x, y) åñòü îäíîðîäíàÿ ôóíêöèÿ
íóëåâîãî ïîðÿäêà.

Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå âèäà

f(x, y)dx+ g(x, y)dy = 0

áóäåò îäíîðîäíûì, åñëè ôóíêöèè f(x, y) è g(x, y) åñòü îäíîðîäíûå ôóíêöèè
îäíîãî è òîãî æå ïîðÿäêà.

6.4.1. Ðåøåíèå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ

Ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå âèäà

y′ = f(x, y),

ãäå ôóíêöèÿ f(x, y) � îäíîðîäíàÿ ôóíêöèÿ íóëåâîãî ïîðÿäêà, ò.å. f(x, y) =

f(tx, ty). Âîçüìåì t =
1

x
, òîãäà f(x, y) = f

(
1,
y

x

)
. Èñõîäíîå äèôôåðåíöè-

àëüíîå óðàâíåíèå áóäåò èìåòü âèä

y′ = f
(
1,
y

x

)
.
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Â ýòîì óðàâíåíèè ñäåëàåì çàìåíó y = ux, ãäå u = u(x) íîâàÿ íåèçâåñòíàÿ
ôóíêöèÿ, òîãäà y′ = u′x+ u. Ïîëó÷èì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

u′x+ u = f(1, u) èëè u′x = f(1, u)− u

ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè. Ðåøèì åãî:

x
du

dx
= f(1, u)− u,

du

f(1, u)− u
=
dx

x
.

Èíòåãðèðóÿ ýòî óðàâíåíèå è ñäåëàâ îáðàòíóþ çàìåíó u =
y

x
, ïîëó÷èì îá-

ùåå ðåøåíèå èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ.
Ïðèìåð 6.4.2. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

dy

dx
=

y

x− y
.

Ïîñêîëüêó f(tx, ty) =
ty

tx− ty
=

y

x− y
= f(x, y), òî èñõîäíîå óðàâíåíèå

îäíîðîäíîå. Ñäåëàåì çàìåíó

y = ux, dy = xdu+ udx,
dy

dx
= x

du

dx
+ u.

Òîãäà

x
du

dx
+ u =

xu

x− xu
èëè x

du

dx
=

u

1− u
− u,

x
du

dx
=
u− u+ u2

1− u
, x

du

dx
=

u2

1− u
,

1− u

u2
du =

dx

x
,

∫
du

u2
−
∫
du

u
=

∫
dx

x
,

− 1

u
− ln |u| = ln |x|+ ln |C|, − 1

u
= ln |uxC|, 1

u
= − ln |uxC|.

Ïîñêîëüêó u =
y

x
, òî îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ èìååò âèä

x

y
= − ln |Cy|, èëè x = −y ln |Cy|.

Ïðèìåð 6.4.3. Íàéòè ÷àñòíîå ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

(x2 + y2)dx− 2xydy = 0,

ïðè x = 1, y = 2.
Ïîñêîëüêó ôóíêöèè x2 + y2 è 2xy � îäíîðîäíûå ôóíêöèè âòîðîãî ïî-

ðÿäêà, òî èñõîäíîå óðàâíåíèå îäíîðîäíîå. Ïîýòîìó ñäåëàåì çàìåíó

y = xu, dy = xdu+ udx,
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òîãäà

(x2+x2u2)−2xxu(xdu+udx) = 0, x2(1+u2)dx−2x2uxdu−2x2u2dx = 0,

x2(1 + u2 − 2u2)dx− 2uxdu = 0, (1− u2)dx = 2uxdu.

Ðàçäåëèâ ïåðåìåííûå, ïîëó÷èì

dx

x
=

2u

1− u2
du,

∫
dx

x
=

∫
2u

1− u2
du,

ln |x| = − ln |1− u2|+ ln |C|, x =
C

1− u2
,

x =
C

1− y2

x2

, x2 − y2 = Cx.

Ïîäñòàâèì â îáùåå ðåøåíèå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ C = 1−4, C = −3. ×àñòíîå
ðåøåíèå èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ áóäåò èìåòü âèä

y2 − x2 = 3x.

6.4.2. Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, ñâîäÿùèåñÿ ê
îäíîðîäíûì

Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ âèäà

dy

dx
= f

(
ax+ by + c

a1x+ b1y + c1

)
ñâîäÿòñÿ ê îäíîðîäíûì ñ ïîìîùüþ çàìåíû ïåðåìåííûõ{

x = x1 + h
y = y1 + k,

ãäå h è k íàõîäÿòñÿ èç ñèñòåìû{
ah+ bk + c = 0
a1h+ b1k + c1 = 0.

Åñëè îïðåäåëèòåëü ïîñëåäíåé ñèñòåìû δ =

∣∣∣∣ a b
a1 b1

∣∣∣∣ = 0, òî äåëàåòñÿ çàìåíà

z = ax+ by.
Ïðèìåð 6.4.4. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

dy

dx
=
x+ y − 3

x− y − 1
.
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Ïîñêîëüêó îïðåäåëèòåëü δ =

∣∣∣∣1 1
1 −1

∣∣∣∣ = −2, òî, ñäåëàâ çàìåíó x = x1 + h,

y = y1 + k, ïîëó÷èì {
h+ k − 3 = 0
h− k − 1 = 0,

{
h = 2
k = 1.

Òîãäà {
x = x1 + 2
y = y1 + 1,

dy = dy1, dx = dx1.

Ïîäñòàâèâ ýòó çàìåíó â óðàâíåíèå, ïîëó÷èì îäíîðîäíîå óðàâíåíèå

dy1
dx1

=
x1 + y1
x1 − y1

.

Ñäåëàåì â íåì çàìåíó

y1 = ux1,
dy1
dx1

= u+ x1
du

dx1
,

ïîëó÷èì

u+ x1
du

dx1
=

1 + u

1− u
,

1− u

1 + u2
du =

dx1
x1

,

∫
1− u

1 + u2
du =

∫
dx1
x1

,

arctg u− 1

2
ln |1 + u2| = ln |x1|+ lnC, arctg u = ln

∣∣Cx1√1 + u2
∣∣,

Cx1
√
1 + u2 = earctg u.

Ïîñêîëüêó u =
y1
x1

=
y − 1

x− 2
, òî ìû ïîëó÷èì îáùåå ðåøåíèå èñõîäíîãî óðàâ-

íåíèÿ

C
√
(x− 2)2 + (y − 1)2 = earctg

y−1
x−2 .

6.5. Ëèíåéíûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ïðåâîãî ïîðÿäêà

Îïðåäåëåíèå 6.5.1. Ëèíåéíûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì ïåð-
âîãî ïîðÿäêà íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèå, ëèíåéíîå îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíîé
ôóíêöèè y è åå ïðîèçâîäíîé y′, îíî èìååò âèä

y′ + P (x)y = Q(x),

çäåñü P (x) è Q(x) � íåïðåðûâíûå ôóíêöèè.

201



6.5.1. Ìåòîä ïîäñòàíîâêè ðåøåíèÿ ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ

Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ôóíêöèé y = u(x)v(x),
òîãäà y′ = u′v + uv′. Ïîäñòàâëÿÿ ýòó çàìåíó â óðàâíåíèå, ïîëó÷èì

u′v + uv′ + P (x)uv = Q(x), u′v + u(v′ + P (x)v) = Q(x).

Âûáåðåì ôóíêöèþ v òàê, ÷òîáû v′ + P (x)v = 0, òîãäà

dv

dx
= −P (x)v, dv

v
= −P (x)dx,

ln v = −
∫
P (x) dx, v = e−

∫
P (x) dx.

Ïîäñòàâèì íàéäåííóþ ôóíêöèþ v(x) â óðàâíåíèå:

u′v(x) = Q(x),
du

dx
=
Q(x)

v(x)
,

du =
Q(x)

v(x)
dx, u =

∫
Q(x)

v(x)
dx+ C.

Òîãäà îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ áóäåò èìåòü âèä

y =

(∫
Q(x)

v(x)
dx+ C

)
e−

∫
P (x) dx.

6.5.2. Ìåòîä âàðèàöèè ðåøåíèÿ ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ

Ðàññìîòðèì ìåòîä âàðèàöèè ïðîèçâîëüíîé ïîñòîÿííîé ðåøåíèÿ ëèíåé-
íîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ. Ðåøèì îäíîðîäíîå óðàâíåíèå

y′ + P (x)y = 0,

êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè, òîãäà

y′ = −P (x)y, dy

dx
= −P (x)y, dy

y
= −P (x)dx,∫

dy

y
−
∫
P (x) dx, ln y = −

∫
P (x) dx+ lnC, y = Ce−

∫
P (x) dx.

Áóäåì ñ÷èòàòü êîíñòàíòó C ôóíêöèåé îò x, ò.å. âàðüèðîâàòü åå, ïîëó÷èì
y = C(x)e−

∫
P (x) dx. Íàéäåì y′ = C ′e−

∫
P (x) dx − Ce−

∫
P (x) dxP (x). Ïîäñòà-

âèì y è y′â èñõîäíîå óðàâíåíèå, ïîëó÷èì

C ′e−
∫
P (x) dx − Ce−

∫
P (x) dxP (x) + Ce−

∫
P (x) dxP (x) = Q(x).

Îáîçíà÷èì v = −
∫
P (x) dx, òîãäà

C ′ =
Q(x)

v(x)
,

dC

dx
=
Q(x)

v(x)
, dC =

Q(x)

v(x)
dx,
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C(x) =

∫
Q(x)

v(x)
dx+ C1,

ãäå C1 = const. Îáùåå ðåøåíèå èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ áóäåò èìåòü âèä

y =

(∫
Q(x)

v(x)
dx+ C1

)
e−

∫
P (x) dx.

Àíàëîãè÷íî ðåøàþòñÿ óðàâíåíèÿ ëèíåéíûå ïî ïåðåìåííîìó x. Òàêîå

óðàâíåíèå èìååò âèä x′ + P (y)x = Q(y), â ýòîì óðàâíåíèè x′ =
dx

dy
.

Ïðèìåð 6.5.1. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ y′ − y

x
= x+ 1. Ðåøèì

åãî ìåòîäîì ïîäñòàíîâêè. Ïóñòü y = uv, y′ = u′v + uv′, òîãäà

u′v + uv′ − uv

x
= x+ 1, u′v + u

(
v′ − v

x

)
= x+ 1.

Ñíà÷àëà ðåøèì óðàâíåíèå

v′ − v

x
= 0,

dv

dx
=
v

x
,

dv

v
=
dx

x
,

ln v = lnx, v = x.

Ïîäñòàâèì íàéäåííóþ ôóíêöèþ v â óðàâíåíèå, ïîëó÷èì

u′x = x+ 1,
du

dx
=
x+ 1

x
, du =

x+ 1

x
dx,

u =

∫
x+ 1

x
dx, u = x+ ln |x|+ C.

Òîãäà îáùèì ðåøåíèåì èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ áóäåò

y = x(x+ ln |x|+ C).

Ïðèìåð 6.5.2. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

(y + y3 + 2xy)y′ = 1 + y2.

Ïðåîáðàçóåì ýòî óðàâíåíèå

y + y3 + 2xy =
1 + y2

y
,

ïîñêîëüêó
1

y′
= x′, òî

x′ =
y + y3 + 2xy

1 + y2
, x′ = y +

2xy

1 + y2
, x′ − 2y

1 + y2
x = y.
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Ïîñëåäíåå óðàâíåíèå ëèíåéíîå ïî x, ðåøèì åãî ìåòîäîì âàðèàöèè.

x′ − 2y

1 + y2
x = 0,

dx

dy
=

2y

1 + y2
x,

dx

x
=

2ydy

1 + y2
,∫

dx

x
=

∫
2y dy

1 + y2
, lnx = ln(1 + y2) + lnC, x = C(1 + y2).

Áóäåì ñ÷èòàòü C ôóíêöèåé îò y, òîãäà x′ = C ′(1 + y2) + C2y. Ïîäñòàâëÿÿ
â óðàâíåíèå, ïîëó÷èì

C ′(1 + y2) + 2Cy − 2yC = y, C ′ =
y

1 + y2
,

dC

dy
=

y

1 + y2
,

dC =
y

1 + y2
dy, C =

∫
y dy

1 + y2
, C =

1

2
ln(1 + y2) + C1.

Îáùåå ðåøåíèå èìååò âèä

x =

(
1

2
ln(1 + y2) + C

)
(1 + y2).

6.6. Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå Áåðíóëëè

Ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå Áåðíóëëè

y′ + P (x)y = Q(x)yn,

ãäå P (x) è Q(X) � íåïðåðûâíûå ôóíêöèè. Ðàçäåëèì ýòî óðàâíåíèå íà yn,
ïîëó÷èì óðàâíåíèå

y−n + P (x)y1−n = Q(x).

Ýòî óðàâíåíèå ñâîäèòñÿ ê ëèíåéíîìó óðàâíåíèþ ñ ïîìîùüþ çàìåíû

z = y1−n, z′ = (1− n)y−ny′ èëè y−ny′ =
z′

1− n
.

Ïîäñòàâëÿÿ ýòó çàìåíó â óðàâíåíèå, ïîëó÷èì

z′

1− n
+ P (x)z = Q(x), z′ + (1− n)P (x)z = (1− n)Q(x).

Ïîñëåäíåå óðàâíåíèå ëèíåéíîå ïî z.
Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî óðàâíåíèå Áåðíóëëè ïî x

x′ + P (y)x = Q(y)xn

ñâîäèòñÿ ê ëèíåéíîìó.
Ïðè ðåøåíèè êîíêðåòíûõ óðàâíåíèé íåîáÿçàòåëüíî ñâîäèòü åãî ê ëè-

íåéíîìó, ìîæíî åãî ñðàçó ðåøàòü êàê ëèíåéíîå, íàïðèìåð, ìåòîäîì çàìå-
íû.
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Ïðèìåð 6.6.1. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

y′ + xy = x3y3.

Ñäåëàåì çàìåíó y = uv, y′ = u′v + uv′, ïîëó÷èì:

u′v + uv′ + xuv = x3u3v3, u′v + u(v′ + xv) = xu3v3.

Ðåøèì óðàâíåíèå

v′ + xv = 0,
dv

dx
= −xv, dv

v
= −xdx,

∫
dv

v
= −

∫
x dx,

ln v = −1

2
x2, v = e−

1
2x

2

.

Ïîäñòàâëÿÿ íàéäåííóþ ôóíêöèþ v â óðàâíåíèå, ïîëó÷èì:

u′e−
1
2x

2

= x3e−
3
2x

2

u3, u′ = x3e−x
2

u3,
du

u3
= x3e−x

2

dx,

∫
du

u3
=

∫
x3e−x

2

dx, − 1

2u2
=

1

2

∫
(−x2)e−x

2

(−2x)dx =

=

∣∣∣∣ t = −x2
dt = −2xdx

∣∣∣∣ = 1

2

∫
tetdt =

∣∣∣∣ u = t du = dt
dv = etdt v = et

∣∣∣∣ =
=

1

2
tet − 1

2
et + C = −1

2
x2e−x

2

− 1

2
e−x

2

+ C.

Òîãäà

1

u2
=

1

2
x2e−x

2

+ e−x
2

= C, u =
(
x2e−x

2

+ e−x
2

+ C
)− 1

2

.

Îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ èìååò âèä

y = e−
1
2x

2
(
x2e−x

2

+ e−x
2

+ C
)− 1

2

, y =
(
x2 + 1 + Cex

2
)− 1

2

,

y =
1√

x2 + 1 + Cex2
.
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6.7. Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ â ïîëíûõ äèôôåðåíöèàëàõ

Îïðåäåëåíèå 6.7.1. Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå âèäà

M(x, y)dx+N(x, y)dy = 0

íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì â ïîëíûõ äèôôåðåíöèàëàõ, åñ-
ëè åãî ëåâàÿ ÷àñòü ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì äèôôåðåíöèàëîì íåêîòîðîé ôóíêöèè
U(x, y), ò.å.

dU =
∂U

∂x
dx+

∂U

∂y
dy =M(x, y)dx+N(x, y)dy,

Èç îïðåäåëåíèÿ ïîëó÷èì, ÷òî
∂U

∂x
= M(x, y),

∂U

∂y
= N(x, y), à îáùèì

ðåøåíèåì áóäåò U(x, y) = C, ãäå C = const.

Òåîðåìà 6.7.1. Åñëè M(x, y) è N(x, y) � íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóå-
ìûå ôóíêöèè, òî äëÿ òîãî, ÷òîáû óðàâíåíèå

M(x, y)dx+N(x, y)dy = 0

áûëî óðàâíåíèåì â ïîëíûõ äèôôåðåíöèàëàõ, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî,
÷òîáû

∂M(x, y)

∂y
=
∂N(x, y)

∂x
.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü èñõîäíîå óðàâíåíèå åñòü
óðàâíåíèå â ïîëíûõ äèôôåðåíöèàëàõ, òîãäà

∂U

∂x
=M(x, y),

∂U

∂y
= N(x, y).

Ïðîäèôôåðåíöèðóåì ïåðâîå ðàâåíñòâî ïî y, à âòîðîå ïî x, ïîëó÷èì

∂2U

∂x∂y
=
∂M

∂y
,

∂2U

∂y∂x
=
∂N

∂x
.

Ïîñêîëüêó ôóíêöèè M è N íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû, òî
∂2U

∂x∂y
=

∂2U

∂y∂x
. Òîãäà ïîëó÷èì, ÷òî

∂M

∂y
=
∂N

∂x
.
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2. Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü
∂M

∂y
=

∂N

∂x
. Íàéäåì ôóíêöèþ U(x, y). Ïî-

ñêîëüêó
∂U

∂x
=M(x, y), òî îïðåäåëèì

U(x, y) =

x∫
x0

M(x, y)dx+ φ(y),

ãäå x0 � ëþáàÿ àáñöèññà ôèêñèðîâàííîé òî÷êè P (x0, y0) èç îáëàñòè îïðå-
äåëåíèÿ ôóíêöèéM è N . Íàéäåì íåèçâåñòíóþ ôóíêöèþ φ(y). Ïðîäèôôå-
ðåíöèðóåì âûðàæåíèå äëÿ ôóíêöèè U ïî ïåðåìåííîìó y, ïîëó÷èì

∂U

∂y
=

x∫
x0

∂M

∂y
dx+ φ′(y) = N(x, y).

Ïîñêîëüêó
∂M

∂y
=
∂N

∂x
, òî

x∫
x0

∂N

∂x
dx+ φ′(y) = N(x, y), N(x, y)

∣∣x
x0
+φ′(y) = N(x, y),

N(x, y)−N(x0, y) + φ′(y) = N(x, y), φ′(y) = N(x0, y),

òîãäà

φ(y) =

y∫
y0

N(x0, y) dy.

Ïîýòîìó ôóíêöèþ U(x, y) ìîæíî íàéòè ïî ôîðìóëå

U(x, y) =

x∫
x0

M(x, y) dx+

y∫
y0

N(x0, y) dy,

ãäå òî÷êà P (x0, y0) � ôèêñèðîâàííàÿ òî÷êà èç îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ôóíê-
öèé M è N . È ìû äîêàçàëè, ÷òî èñõîäíîå óðàâíåíèå åñòü ïîëíûé äèô-
ôåðåíöèàë íåêîòîðîé ôóíêöèè U(x, y), çíà÷èò, íàøå óðàâíåíèå â ïîëíûõ
äèôôåðåíöèàëàõ.
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Èç äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íîñòè ñëåäóåò, ÷òî íàéäåííàÿ ôóíêöèÿ
U(x, y) äàåò îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

x∫
x0

M(x, y) dx+

y∫
y0

N(x0, y) dy = C,

ãäå C = const. Ïîñêîëüêó â ïðàâîé ÷àñòè ïðèñóòñòâóåò ïðîèçâîëüíàÿ êîí-
ñòàíòà, òî â ëåâîé ÷àñòè ìîæíî áðàòü íåîïðåäåëåííûå èíòåãðàëû, ò.å. íà-
õîäèòü îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ïî ôîðìóëå∫

M(x, y) dx+

∫
N(x, y) dy = C.

Ïðèìåð 6.7.1. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

2x(1 +
√
x2 − y)dx− (

√
x2 − y − y)dy = 0.

Â ýòîì óðàâíåíèè M = 2x + 2x
√
x2 − y, N = −

√
x2 − y + y. Ïðîâåðèì

óñëîâèå, ÷òî
∂M

∂y
=
∂N

∂x
. Äåéñòâèòåëüíî,

∂M

∂y
= −2x

1

2
√
x2 − y

= − x√
x2 − y

,

∂N

∂x
= − 2x

2
√
x2 − y

= − x√
x2 − y

.

Ýòè ïðîèçâîäíûå ñîâïàäàþò, çíà÷èò, èñõîäíîå óðàâíåíèå â ïîëíûõ äèôôå-
ðåíöèàëàõ. Òîãäà

U(x, y) =

∫ (
2x+ 2x

√
x2 − y

)
dx = x2 +

2

3
(x2 − y)

3
2 + φ(y).

Íàéäåì ôóíêöèþ φ(y). Ïîñêîëüêó

∂U

∂y
= −

√
x2 − y + φ′(y),

à N = −
√
x2 − y + y, òî

−
√
x2 − y + φ′(y) = −

√
x2 − y + y, φ′(y) = y, φ(y) =

1

2
y2.

Òîãäà îáùåå ðåøåíèå èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ èìååò âèä

x2 +
2

3

√
(x2 − y)3 +

1

2
y2 = C.

208



Ïðèìåð 6.7.2. Íàéòè ÷àñòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

2x

y3
dx+

y2 − 3x2

y4
dy = 0,

ïðè óñëîâèè, ÷òî x = 2, y = 1. Íàéäåì îáùåå ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ.

Èìååì M =
2x

y3
, N =

y2 − 3x2

y4
. Íàéäåì

∂M

∂y
= −6x

y4
,

∂N

∂x
= −6x

y4
.

Ýòè ïðîèçâîäíûå ñîâïàäàþò, ïîýòîìó èñõîäíîå óðàâíåíèå â ïîëíûõ äèô-
ôåðåíöèàëàõ. Òîãäà

U(x, y) =

∫
2x

y3
dx =

x2

y3
+ φ(y).

Íàéäåì ôóíêöèþ φ(y). Ïîñêîëüêó

∂U

∂y
= −3x2

y4
+ φ′(y) = N(x, y) =

y2 − 3x2

y4
=

1

y2
− 3x2

y4
,

òî φ′(y) =
1

y2
. Ïîýòîìó φ(y) = −1

y
. Îáùåå ðåøåíèå èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ

èìååò âèä

x2

y3
− 1

y
= C.

Íàéäåì ÷àñòíîå ðåøåíèå. Ïîäñòàâèâ íà÷àëüíûå óñëîâèÿ â îáùåå ðåøåíèå,
ïîëó÷èì 4−1 = C èëè C = 3. ×àñòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ áóäåò èìåòü âèä

x2

y3
− 1

y
= 3 èëè x2 − y2 = 3y3.

6.8. Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà

Îïðåäåëåíèå 6.8.1. Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå âèäà

F (x, y, y′, y′′) = 0

íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì âòîðîãî ïîðÿäêà, îíî ìîæåò
áûòü ðàçðåøåíî îòíîñèòåëüíî ñòàðøåé ïðîèçâîäíîé

y′′ = f(x, y, y′).
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Òåîðåìà 6.8.1 (Êîøè, òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè). Åñ-
ëè â óðàâíåíèè

y′′ = f(x, y, y′)

ôóíêöèÿ f(x, y, y′) è åå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî àðãóìåíòàì y è y′ íåïðå-
ðûâíû â íåêîòîðîé îáëàñòè, ñîäåðæàùåé òî÷êó

x = x0, y = y0, y
′ = y′0,

òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå y = φ(x) ýòîãî óðàâíåíèÿ, óäîâëå-
òâîðÿþùåå óñëîâèÿì φ(x0) = y0, φ

′(x0) = y′0.

Îïðåäåëåíèå 6.8.2. Óñëîâèÿ x = x0, y = y0, y
′ = y′0 íàçûâàþòñÿ

íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè äëÿ óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà.

Îïðåäåëåíèå 6.8.3. Îáùèì ðåøåíèåì äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ
âòîðîãî ïîðÿäêà

y′′ = f(x, y, y′)

íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ y = φ(x,C1, C2), çàâèñÿùàÿ îò äâóõ ïðîèçâîëüíûõ
êîíñòàíò C1 è C2, òàêàÿ, ÷òî:

1) îíà óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ ïðè ëþáûõ C1 è C2;
2) ïðè çàäàííûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ y(x0) = y0, y

′(x0) = y′0 ìîæíî
ïîäîáðàòü êîíñòàíòû C1 = C0

1 è C2 = C0
2 , òàêèå, ÷òî y0 = φ(x0, C

0
1 , C

0
2 ),

y′0 = φ′(x0, C
0
1 , C

0
2 ).

Îïðåäåëåíèå 6.8.4. Ðåøåíèå y = φ(x,C0
1 , C

0
2 ), óäîâëåòâîðÿþùåå

íà÷àëüíûì óñëîâèÿì y(x0) = y0 = φ(x0, C
0
1 , C

0
2 ), y′(x0) = y′0 =

φ′(x0, C
0
1 , C

0
2 ), íàçûâàåòñÿ ÷àñòíûì ðåøåíèåì äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâ-

íåíèÿ y′′ = d(x, y, y′).

Çàäà÷à Êîøè. Íàéòè ðåøåíèå y = φ(x,C1, C2) äèôôåðåíöèàëüíîãî
óðàâíåíèÿ

y′′ = f(x, y, y′),

óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëüíûì óñëîâèÿì x = x0, y(x0) = y0, y
′(x0) = y′0.

Ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè:
1. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ.
2. Íàéòè ÷àñòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëüíûì

óñëîâèÿì.
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6.9. Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà,
äîïóñêàþùèå ïîíèæåíèå ïîðÿäêà

I. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå âèäà

y′′ = f(x).

Ñäåëàåì çàìåíó y′ = p(x), òîãäà y′′ = p′. Ïîëó÷èì óðàâíåíèå ïåðâîãî ïî-
ðÿäêà p′ = f(x). Òîãäà

p(x) =

∫
f(x) dx+ C1 èëè y′ =

∫
f(x) dx+ C1,

y =

∫ (∫
f(x) dx+ C1

)
dx+ C2.

Àíàëîãè÷íî ðåøàþòñÿ è óðàâíåíèÿ áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà

y(n) = f(x),

òîãäà

y =

∫ (∫
. . .

(∫
f(x) dx+ C1

)
. . . dxn−1 + Cn−1

)
dxn + Cn.

Ïðèìåð 6.9.1. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

y′′ = sin2 x.

Íàéäåì ñíà÷àëà

y′ =

∫
sin2 x dx+ C1 =

1

2

∫
(1− cos 2x) dx+ C1 =

1

2
x− 1

4
sin 2x+ C1,

òîãäà

y =

∫ (
1

2
x− 1

4
sin 2x+ C1

)
dx+ C2 =

1

4
x2 +

1

8
cos 2x+ C1x+ C2.

Ïðèìåð 6.9.2. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

y(4) = x2.

Èìååì:

y′′′ =

∫
x2dx+ C1 =

1

3
x3 + C1,

y′′ =

∫ (
1

3
x3 + C1

)
dx+ C2 =

1

12
x4 + C1x+ C2,

y′ =

∫ (
1

12
x4 + C1x+ C2

)
dx+ C3 =

1

60
x5 + C1x

2 + C2x+ C3,
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òîãäà îáùåå ðåøåíèå áóäåò èìåòü âèä

y =

∫ (
1

60
x5 + C1x

2 + C2x+ C3

)
dx+C4 =

1

300
x6+C1x

3+C2x
2+C3x+C4.

Ïðè ðåøåíèè ìû èñïîëüçîâàëè íåçàâèñèìîñòü êîíñòàíò äðóã îò äðóãà, ïî-
ýòîìó ïðè íèõ íåò íèêàêèõ ÷èñëîâûõ êîýôôèöèåíòîâ.

II. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå âèäà

y′′ = f(x, y′),

åãî õàðàêòåðèñòèêîé ÿâëÿåòñÿ íåçàâèñèìîñòü ïðàâîé ÷àñòè îò ïåðåìåííîãî
y. Ñäåëàåì â ýòîì óðàâíåíèè çàìåíó

y′ = p(x), y′′ = p′.

Ïîëó÷èì óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà

p′ = f(x, p),

îïðåäåëÿÿ åãî òèï è ðåøàÿ, ïîëó÷èì p = p(x,C1) èëè y
′ = p(x,C1). Ïîñëåä-

íåå óðàâíåíèå � ýòî óðàâíåíèå ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè, ðåøàÿ
åãî, íàéäåì îáùåå ðåøåíèå èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ

y =

∫
p(x,C1) dx+ C2.

Àíàëîãè÷íî ðåøàþòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ áîëåå âûñîêîãî
ïîðÿäêà, íå ñîäåðæàùèå ïåðåìåííîå y.

Ïðèìåð 6.9.3. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

y′′ =
y′

x
.

Ñäåëàåì çàìåíó y′ = p(x), òîãäà y′′ = p′. Ïîëó÷èì äèôôåðåíöèàëüíîå
óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè

p′ =
p

x
,

dp

p
=
dx

x
,

∫
dp

p
=

∫
dx

x
,

ln p = lnx+ lnC1, p = C1x,

òîãäà

y′ = C1x, y =

∫
C1x dx+ C2, y = C1x

2 + C2.

Ïðèìåð 6.9.4. Íàéòè ÷àñòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

y′′ +
y′

x
= x
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ïðè óñëîâèè, ÷òî ïðè x = 1, y = 2, y′ = 1. Ñäåëàåì çàìåíó y′ = p(x),
y′′ = p′, ïîëó÷èì ëèíåéíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà

p′ +
p

x
= x.

Ðåøèì åãî ìåòîäîì çàìåíû p = uv, p′ = u′v + uv′. Òîãäà

u′v + uv′ +
uv

x
= x, u′v + u

(
v′ +

v

x

)
= x.

Ðåøèì óðàâíåíèå

v′ +
v

x
= 0,

dv

dx
= − v

x
,

∫
dv

v
= −

∫
dx

x
,

ln v = − lnx, v =
1

x
,

òîãäà

u′
1

x
= x, u′ = x2, u =

∫
x2dx+ C1, u =

1

3
x3 + C1.

Ïîäñòàâëÿÿ íàéäåííûå u è v â óðàâíåíèå, ïîëó÷èì

p =
1

x

(1
3
x3 + C1

)
=

1

3
x2 +

C1

x
.

Òîãäà

y′ =
1

3
x2 +

C1

x
.

Íàéäåì êîíñòàíòó C1. Ïîäñòàâëÿÿ íà÷àëüíûå óñëîâèÿ, ïîëó÷èì 1 =
1

3
+C1,

C1 =
2

3
. Ðåøèì óðàâíåíèå:

y′ =
1

3
x2 +

2

3x
, y =

∫ (1
3
x2 +

2

3x

)
dx+ C2, y =

1

9
x3 +

1

3
ln |x|+ C2.

Íàéäåì êîíñòàíòó C2. Ïîäñòàâëÿÿ íà÷àëüíûå óñëîâèÿ, ïîëó÷èì 2 =
1

9
+C2,

òîãäà C2 =
17

9
. ×àñòíîå ðåøåíèå èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùåå

íà÷àëüíûì óñëîâèÿì, èìååò âèä

y =
1

9
x3 +

1

3
ln |x|+ 17

9
.

III. Ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

y′′ = f(y, y′),
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åãî õàðàêòåðèñòèêîé ÿâëÿåòñÿ íåçàâèñèìîñòü ïðàâîé ÷àñòè îò ïåðåìåííîãî
x. Ñäåëàåì â ýòîì óðàâíåíèè çàìåíó y′ = p(y), òîãäà y′′ = p′y′ = p′p. Ïîä-
ñòàâëÿÿ åå â óðàâíåíèå, ïîëó÷èì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ïåðâîãî
ïîðÿäêà îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè p(y). Îïðåäåëÿÿ åãî òèï è ðåøàÿ, ìû íàé-
äåì p = p(y, C1) èëè y

′ = p(y, C1). Ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå � ýòî óðàâíåíèå
ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè

dy

dx
= p(y, C1), dx =

dy

p(y, C1)
,

x =

∫
dy

p(y, C1)
+ C2.

Àíàëîãè÷íî ðåøàþòñÿ è óðàâíåíèÿ áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà, íå ñîäåð-
æàùèå ïåðåìåííîãî x.

Ïðèìåð 6.9.5. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

y′′ = y′y.

Ñäåëàåì çàìåíó y′ = p(y), òîãäà y′′ = p′p, ïîëó÷èì óðàâíåíèå

p′p = py, p(p′ − y) = 0.

Ïîëó÷èì äâà óðàâíåíèÿ. Ðåøèì ïåðâîå: p = 0, y′ = 0, y = C1, ãäå C1 =
const.

Ðåøèì âòîðîå óðàâíåíèå:

p′ = y,
dp

dy
= y, dp = ydy, p =

∫
y dy + C2,

p =
1

2
y2 + C2 èëè y′ =

1

2
y2 + C2.

Ðåøèì ïîñëåäíåå óðàâíåíèå:

dy

dx
=
y2 + C2

2
, dx =

2dy

y2 + C2
, x = 2

∫
dy

y2 + C2
.

Òîãäà

x =



2√
C2

arctg
y√
C2

+ C3, C2 > 0

1√
−C2

ln
∣∣∣y −√

−C2

y +
√
−C2

∣∣∣+C4, C2 < 0

−2

y
+ C5, C2 = 0.

Îáúåäèíèì îáà ðåøåíèÿ, ïîëó÷èì îáùåå ðåøåíèå èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ:

y = C1,
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x =



2√
C2

arctg
y√
C2

+ C3, C2 > 0

1√
−C2

ln
∣∣∣y −√

−C2

y +
√
−C2

∣∣∣+C4, C2 < 0

−2

y
+ C5, C2 = 0.

Ïðèìåð 6.9.6. Íàéòè ÷àñòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

y′′ =
y′

2

y
,

ïðè óñëîâèè, ÷òî x = 0, y = 1, y′ = 2. Ñäåëàåì çàìåíó y′ = p(y), y′′ = p′p.
Òîãäà ïîëó÷èì óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííû-
ìè

p′p =
p2

y
, p′ =

p

y
,

dp

dy
=
p

y
,

dp

p
=
dy

y
,

∫
dp

p
=

∫
dy

y
,

ln p = ln y + lnC1, p = C1y, y′ = C1y.

Íàéäåì êîíñòàíòó C1. Èìååì 2 = C1 · 1, òîãäà C1 = 2. Ïîëó÷èì óðàâíåíèå

y′ = 2y,
dy

dx
= 2y,

dy

y
= 2dx,∫

dy

y
= 2

∫
dx, ln y = 2x+ lnC2, y = C2e

2x.

Íàéäåì êîíñòàíòó C2. Èìååì 1 = C2e
0, C2 = 1, òîãäà ÷àñòíîå ðåøåíèå

èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ áóäåò èìåòü âèä

y = e2x.

6.10. Ëèíåéíûå îäíîðîäíûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ
âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè

Îïðåäåëåíèå 6.10.1. Ëèíåéíûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì âòî-
ðîãî ïîðÿäêà ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèå âèäà

y′′ + py′ + qy = f(x), (6.2)

ãäå ôóíêöèè y′′, y′, y ñîäåðæàòñÿ â ïåðâîé ñòåïåíè; à p, q � êîíñòàíòû.

Îïðåäåëåíèå 6.10.2. Åñëè f(x) ̸≡ 0, òî óðàâíåíèå (6.2) íàçûâàåòñÿ
íåîäíîðîäíûì, åñëè f(x) ≡ 0, òî óðàâíåíèå (6.2) íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíûì.
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6.10.1. Ñòðóêòóðà îáùåãî ðåøåíèÿ îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ

Ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå âèäà

y′′ + py′ + qy = 0, (6.3)

ãäå p è q � äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà.

Òåîðåìà 6.10.1. Åñëè y1 è y2 � äâà ÷àñòíûõ ðåøåíèÿ ëèíåéíîãî îä-
íîðîäíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (6.3), òî âûðàæåíèå C1y1+C2y2,
ãäå C1 è C2 � ïðîèçâîëüíûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, òàêæå åñòü ðåøåíèå
ýòîãî óðàâíåíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó y1 è y2 � ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (6.3), òî{
y′′1 + py′1 + qy1 = 0
y′′2 + py′2 + qy2 = 0.

Ïîäñòàâèì âûðàæåíèå C1y1 + C2y2 â óðàâíåíèå (6.3):

(C1y
′′
1 + C2y

′′
2 ) + p(C1y

′
1 + C2y

′
2) + q(C1y1 + C2y2) =

= C1y
′′
1 + C2y

′′
2 + C1py

′
1 + C2py

′
2 + C1qy1 + C2qy2 =

= C1(y
′′
1 + py′1 + qy1) + C2(y

′′
2 + py′2 + qy2) = C1 · 0 + C2 · 0 = 0.

Òàêèì îáðàçîì, C1y1 + C2y2 åñòü ðåøåíèå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (6.3).

Îïðåäåëåíèå 6.10.3. Äâà ðåøåíèÿ îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (6.3) y1 è y2
íàçûâàþòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè íà îòðåçêå [a, b], åñëè èõ îòíîøåíèå
íà ýòîì îòðåçêå íå ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííûì, ò.å. åñëè

y1(x)

y2(x)
̸= const ∀x ∈ [a, b].

Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ðåøåíèÿ y1 è y2 íàçûâàþòñÿ ëèíåéíî çàâèñèìûìè
íà îòðåçêå [a, b], ò.å. åñëè

∃λ :
y1(x)

y2(x)
= λ èëè y1 = λy2 ∀x ∈ [a, b].

Ïðèìåð 6.10.1. Ôóíêöèè y1 = ex è y2 = e3x ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíî íåçàâè-
ñèìûìè ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ

y′′ − 4y′ + 3y = 0,

òàê êàê
ex

e3x
= e−2x ̸= const ∀x.

216



Ðåøåíèÿ ýòîãî æå óðàâíåíèÿ y1 = 3ex è y2 = ex ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíî çàâèñè-
ìûìè, ïîñêîëüêó

3ex

ex
= 3 = const ∀x.

Îïðåäåëåíèå 6.10.4. Åñëè y1(x) è y2(x) � ôóíêöèè îò x, òî ôóíê-
öèîíàëüíûé îïðåäåëèòåëü

W (y1, y2) =

∣∣∣∣y1 y2
y′1 y′2

∣∣∣∣ = y1y
′
2 − y2y

′
1

íàçûâàåòñÿ îïðåäåëèòåëåì Âðîíñêîãî äàííûõ ôóíêöèé.

Òåîðåìà 6.10.2. Åñëè ôóíêöèè y1 è y2 ëèíåéíî çàâèñèìû íà îòðåçêå
[a, b], òî îïðåäåëèòåëü Âðîíñêîãî ýòèõ ôóíêöèé íà ýòîì îòðåçêå òîæ-
äåñòâåííî ðàâåí íóëþ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó ôóíêöèè y1 è y2 ëèíåéíî çàâèñèìû íà îò-
ðåçêå [a, b], òî y2(x) = λy1(x), λ = const äëÿ x ∈ [a, b]. Òîãäà y′2 = λy′1.
Âû÷èñëèì îïðåäåëèòåëü Âðîíñêîãî ýòèõ ôóíêöèé

W (y1, y2) =

∣∣∣∣y1 y2
y′1 y′2

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣y1 λy1
y′1 λy′1

∣∣∣∣ = λy1y
′
1 − λy1y

′
1 ≡ 0

äëÿ ëþáîãî x ∈ [a, b].

Òåîðåìà 6.10.3. Åñëè äâà ðåøåíèÿ y1 è y2 äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâ-
íåíèÿ (6.3) ëèíåéíî íåçàâèñèìû íà îòðåçêå [a, b], òî îïðåäåëèòåëü Âðîí-
ñêîãî W (y1, y2), ñîñòàâëåííûé èç ýòèõ ðåøåíèé, íå îáðàùàåòñÿ â íîëü íè
â îäíîé òî÷êå îòðåçêà [a, b].

Òåîðåìà 6.10.4. Åñëè y1 è y2 � äâà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèÿ
îäíîðîäíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

y′′ + py′ + qy = 0,

òî âûðàæåíèå
y = C1y1 + C2y2, (6.4)

ãäå C1, C2 � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå, åñòü îáùåå ðåøåíèå ýòîãî óðàâ-
íåíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç òåîðåìû 6.10.1 ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ C1y2 + C2y2
åñòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (6.3) ïðè ëþáûõ C1 è C2. Äîêàæåì, ÷òî ýòî îáùåå
ðåøåíèå, ò.å. êàêèìè áû íè áûëè íà÷àëüíûå óñëîâèÿ x = x0, y = y0, y

′ = y′0,
ìîæíî ïîäîáðàòü çíà÷åíèÿ ïîñòîÿííûõ C0

1 è C0
2 òàê, ÷òîáû ñîîòâåòñòâó-

þùåå ÷àñòíîå ðåøåíèå C0
1y1 + C0

2y2 óäîâëåòâîðÿëî çàäàííûì íà÷àëüíûì
óñëîâèÿì.
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Ïîäñòàâèì íà÷àëüíûå óñëîâèÿ â ðàâåíñòâî (6.4), ïîëó÷èì{
y0 = C1y

0
1 + C2y

0
2

y′0 = C1y
′
1
0
+ C2y

′
2
0
,

(6.5)

ãäå y1(x0) = y01 ; y
′
1(x0) = y′1

0
; y2(x0) = y02 ; y

′
2(x0) = y′2

0
. Ñèñòåìà (6.5) èìååò

åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, åñëè∣∣∣∣ y01 y02
y′1

0
y′2

0

∣∣∣∣ = y01y
′
2
0 − y02y

′
1
0 ̸= 0.

Íî ýòîò îïðåäåëèòåëü åñòü îïðåäåëèòåëü Âðîíñêîãî äëÿ ôóíêöèé y1 è y2 â
êîíêðåòíîé òî÷êå x0. Ïî óñëîâèþ òåîðåìû y1 è y2 � ëèíåéíî íåçàâèñèìûå
ðåøåíèÿ, ïîýòîìó ïî òåîðåìå 6.10.3W (y1, y2) ̸= 0 íè â îäíîé òî÷êå îòðåçêà
[a, b].

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè ðåøåíèè ñèñòåìû (6.5) ìû íàéäåì åäèíñòâåííîå
ðåøåíèå C0

1 è C0
2 . Òîãäà ÷àñòíîå ðåøåíèå y = C0

1y1 + C0
2y2 óäîâëåòâîðÿåò

çàäàííûì íà÷àëüíûì óñëîâèÿì. È òåîðåìà äîêàçàíà.

6.10.2. Ðåøåíèå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà

Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (6.3) â âèäå y = ekx, ãäå k = const.
Òîãäà y′ = kekx, y′′ = k2ekx. Ïîäñòàâèì íàéäåííûå âûðàæåíèÿ â óðàâíå-
íèå (6.3):

k2ekx + pkekx + qekx = 0, ekx(k2 + pk + q) = 0,

òàê êàê ekx ̸= 0, òî k2 + pk + q = 0. È ìû ïîëó÷èëè, ÷òî k äîëæíî óäîâëå-
òâîðÿòü óðàâíåíèþ k2 + pk + q = 0.

Îïðåäåëåíèå 6.10.5. Óðàâíåíèå

k2 + pk + q = 0 (6.6)

íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì óðàâíåíèåì ïî îòíîøåíèþ ê äèôôåðåí-
öèàëüíîìó óðàâíåíèþ (6.3).

Íàéäåì êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (6.6):

k1,2 =
p

2
±
√
p2

4
− q.

Âîçìîæíû òðè ñëó÷àÿ:
I. D > 0, êîðíè k1 è k2 � äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà è k1 ̸= k2.
II. D = 0, êîðíè k1 è k2 � äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà è k1 = k2.
III. D < 0, êîðíè k1 è k2 � êîìïëåêñíûå ÷èñëà.
Ðàññìîòðèì êàæäûé ñëó÷àé îòäåëüíî.
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I. Êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ äåéñòâèòåëüíû è
ðàçëè÷íû. Â ýòîì ñëó÷àå ÷àñòíûìè ðåøåíèÿìè áóäóò ôóíêöèè

y1 = ek1x, y2 = ek2x.

Ýòè ðåøåíèÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìû, òàê êàê

y1
y2

=
ek1x

ek2x
= e(k1−k2)x ̸= const,

ïîñêîëüêó k1 − k2 ̸= 0. Ñëåäîâàòåëüíî, îáùåå ðåøåíèå îäíîðîäíîãî óðàâ-
íåíèÿ â ñëó÷àå íåðàâíûõ äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé èìååò âèä

y = C1e
k1x + C2e

k2x.

Ïðèìåð 6.10.2. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ y′′ + y′ − 6y = 0. Ñî-
ñòàâèì õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå k2 + k − 6 = 0. Íàéäåì åãî êîðíè
k1 = 2, k2 = −3. Òîãäà îáùåå ðåøåíèå èìååò âèä

y = C1e
2x + C2e

−3x.

Ïðèìåð 6.10.3. Íàéòè ÷àñòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ y′′ − 4y = 0 ïðè
óñëîâèè, ÷òî x = 0, y = 5, y′ = 2. Íàéäåì îáùåå ðåøåíèå. Ñîñòàâèì õà-
ðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå y′′ − 4 = 0, òîãäà k1,2 = ±2. Îáùåå ðåøå-
íèå èìååò âèä y = C1e

2x + C2e
−2x. ×òîáû íàéòè ÷àñòíîå ðåøåíèå, íàéäåì

y′ = 2C1e
2x − 2C2e

−2x. Ïîäñòàâèâ íà÷àëüíûå óñëîâèÿ, ïîëó÷èì ñèñòåìó{
C1 + C2 = 5

2C1 − 2C2 = 2,
èëè

{
C1 + C2 = 5

C1 − C2 = 1
.

Ðåøàÿ ýòó ñèñòåìó, íàéäåì C1 = 3, C2 = 2, òîãäà ÷àñòíîå ðåøåíèå èìååò
âèä

y = 3e2x + 2e−2x.

II. Êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ äåéñòâèòåëüíû è
ðàâíû. Îáîçíà÷èì ýòîò êîðåíü k = k1 = k2. Îäíèì ÷àñòíûì ðåøåíèåì,
êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå, áóäåò ôóíêöèÿ y1 = ekx. Áóäåì èñêàòü âòîðîå
ðåøåíèå â âèäå y2 = u(x)ekx, ÷òîáû ôóíêöèè y1 è y2 áûëè íåçàâèñèìû.
Òîãäà

y′2 = u′ekx + kuekx = ekx(u′ + ku),

y′′2 = u′′ekx + ku′ekx + ku′ekx + k2uekx = ekx(u′′ + 2ku′ + k2u).

Ïîäñòàâèâ íàéäåííûå ïðîèçâîäíûå â óðàâíåíèå (6.3), ïîëó÷èì

ekx(u′′ + 2ku′ + k2u+ pu′ + pku+ qu) = 0,

èëè
ekx
[
u′′ + (2k + p)u′ + (k2 + pk + q)u

]
= 0.
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Ïîñêîëüêó k � êîðåíü õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ, òî k2+pk+q = 0, è

ïîñêîëüêó äèñêðèìèíàíò D = 0, òî k = −p
2
èëè 2k+p = 0. Ñëåäîâàòåëüíî,

ekxu′′ = 0, òîãäà u′′ = 0. Ðåøàÿ ýòî äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, ïîëó÷èì
u′ = a = const, u =

∫
a dx = ax + b. Ïîëîæèì a = 1, b = 0, òîãäà u = x.

Ìû ïîëó÷èëè âòîðîå ÷àñòíîå ðåøåíèå y2 = xekx. Òîãäà îáùåå ðåøåíèå
èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ áóäåò èìåòü âèä

y = C1e
kx + C2xe

kx = ekx(C1 + C2x).

Ïðèìåð 6.10.4. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ y′′ − 4y′ + 4y = 0.
Íàéäåì êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ k2 − 4k + 4 = 0, ïîëó÷èì
k1 = k2 = 2. Òîãäà îáùåå ðåøåíèå áóäåò y = e2x(C1 + C2x).

III. Êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ êîìïëåêñíûå. Â

ýòîì ñëó÷àå ïîëîæèì α = −p
2
, β =

√
q − p2

4
. ×àñòíûå ðåøåíèÿ â ýòîì

ñëó÷àå èìåþò âèä

y1 = eαx cosβx, y2 = eαx sinβx.

Îíè ëèíåéíî íåçàâèñèìû, ïîñêîëüêó

y1
y2

=
eαx cosβx

eαx sinβx
= ctg βx ̸= const .

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ýòè ÷àñòíûå ðåøåíèÿ óäîâëåòâîðÿþò óðàâíå-
íèþ (6.3). Ïîêàæåì ýòî äëÿ ðåøåíèÿ y1. Äåéñòâèòåëüíî,

y′1 = αeαx cosβx− βeαx sinβx,

y′′1 = α2eαx cosβx− 2αβeαx sinβx− β2eαx cosβx.

Ïîäñòàâëÿÿ íàéäåííûå ïðîèçâîäíûå â óðàâíåíèå, ïîëó÷èì:

α2eαx cosβx− 2αβeαx sinβx− β2eαx cosβx+

+pαeαx cosβx− pβeαx sinβx+ qeαx cos βx =

= eαx cosβx(α2 − β2 + αp+ q)− eαx sinβx(2αβ + pβ) =

= eαx cosβx
(p2
4
−q+p

2

4
−p

2

2
+q
)
−eαx sinβx

(
−2p

2

√
q − p2

4
+ p

√
q − p2

4

)
= 0.

Îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (6.3) â ñëó÷àå êîìïëåêñíûõ êîðíåé èìååò âèä

y = eαx(C1 cosβx+ C2 sinβx).
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Ïðèìåð 6.10.5. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ y′′ − 4y′ + 8y = 0.
Íàéäåì êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ k2 − 4k + 8 = 0, ïîëó÷èì
k1,2 = 2± 2i. Òîãäà α = 2, β = 2. Îáùåå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ èìååò âèä

y = e2x(C1 cos 2x+ C2 sin 2x).

Ïðèìåð 6.10.6. Íàéòè ÷àñòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ y′′ + 4y = 0, ïðè

óñëîâèè, ÷òî x =
π

4
, y = 2, y′ = 4. Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå èìååò

âèä k2 + 4 = 0, òîãäà k1,2 = ±2i, è ìû ïîëó÷èì îáùåå ðåøåíèå èñõîäíîãî
óðàâíåíèÿ

y = C1 cos 2x+ C2 sin 2x.

Íàéäåì y′ = −2C1 sin 2x+2C2 cos 2x. Ïîäñòàâèâ â y è y
′ íà÷àëüíûå óñëîâèÿ,

ïîëó÷èì ñèñòåìó äëÿ íàõîæäåíèÿ C1 è C2: C1 cos
π

2
+ C2 sin

π

2
= 2

−2C1 sin
π

2
+ 2C2 cos

π

2
= 4

èëè

{
C2 = 2

−2C1 = 4
èëè

{
C1 = −2
C2 = 2.

×àñòíîå ðåøåíèå, óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëüíûì óñëîâèÿì, èìååò âèä

y = −2 cos 2x+ 2 sin 2x.

6.10.3. Ðåøåíèå ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé n-ãî ïîðÿäêà ñ ïîñòîÿííûìè

êîýôôèöèåíòàìè

Ïóñòü äàíî óðàâíåíèå n-ãî ïîðÿäêà

y(n) + a1y
(n−1) + a2y

(n−2) + . . .+ any = 0.

Åãî õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå èìååò âèä

kn + a1k
n−1 + a2k

n−2 + . . .+ an = 0.

Ýòî óðàâíåíèå ïî îñíîâíîé òåîðåìå àëãåáðû èìååò ðîâíî n êîðíåé ki,
i = 1, 2, . . . , n. Îáùåå ðåøåíèå áóäåò ñîñòîÿòü èç ñóììû ÷àñòíûõ ðåøåíèé,
ñîîòâåòñòâóþùèõ êàæäîìó êîðíþ, âçÿòûõ ñ ïðîèçâîëüíûìè ïîñòîÿííûìè.

1. Ïóñòü ki � äåéñòâèòåëüíûé êîðåíü êðàòíîñòè 1, òîãäà åìó áóäåò
ñîîòâåòñòâîâàòü ðåøåíèå

yi = Cie
kix.

2. Ïóñòü ki � äåéñòâèòåëüíûé êîðåíü êðàòíîñòè l > 1, òîãäà åìó áóäåò
ñîîòâåòñòâîâàòü ðåøåíèå

yi = (C1x
l−1 + C2x

l−2 + . . .+ Cl)e
kix.
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3. Ïóñòü ki,i+1 = α ± iβ � ïàðà êîìïëåêñíûõ ñîïðÿæåííûõ êîðíåé
êðàòíîñòè 1, òîãäà èì ñîîòâåòñòâóåò ðåøåíèå

yi = eαx(Ci cosβx+ Ci+1 sinβx).

4. Ïóñòü ki,i+1 = α ± iβ � ïàðà êîìïëåêñíûõ ñîïðÿæåííûõ êîðíåé
êðàòíîñòè l > 1, òîãäà èì ñîîòâåòñòâóåò ðåøåíèå

yi = eαx
(
(C1x

l−1+C2x
l−2+. . .+Cl) cosβx+(C ′

1x
l−1+C ′

2x
l−2+. . .+C ′

l) sinβx
)
.

Âûâîä: îáùåå ðåøåíèå îäíîðîäíîãî ëèíåéíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî
óðàâíåíèÿ n-ãî ïîðÿäêà ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè ñîñòîèò èç ñóììû
÷àñòíûõ ðåøåíèé ñ ïðîèçâîëüíûìè ïîñòîÿííûìè, ñîîòâåòñòâóþùèõ êàæ-
äîìó êîðíþ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ.

Ïðèìåð 6.10.7. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

y(8) − 4y(7) + 2y(6) − 8y(5) + y(4) − 4y′′′ = 0.

Åìó ñîîòâåòñòâóåò õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå

k8 − 4k7 + 2k6 − 8k5 + k4 − 4k3 = 0,

ó êîòîðîãî k1,2,3 = 0 � êîðåíü êðàòíîñòè 3, k4 = 4 � êîðåíü êðàòíîñòè 1,
k5,6,7,8 = ±i � ïàðà ñîïðÿæåííûõ êîìïëåêñíûõ êîðíåé êðàòíîñòè 2. Òîãäà
îáùåå ðåøåíèå èìååò âèä

y = C1x
2 + C2x+ C3 + C4e

4x + (C5x+ C6) cosx+ (C7x+ C8) sinx.

6.11. Íåîäíîðîäíûå ëèíåéíûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ
âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè

Ïóñòü äàíî óðàâíåíèå

y′′ + py′ + qy = f(x), (6.7)

ãäå p, q � ÷èñëà.

Òåîðåìà 6.11.1. Îáùåå ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (6.7) ïðåä-
ñòàâëÿåòñÿ êàê ñóììà êàêîãî-íèáóäü ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíå-
íèÿ y∗ è îáùåãî ðåøåíèÿ ȳ ñîîòâåòñòâóþùåãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ
y′′ + py′ + qy = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ y = ȳ+ y∗ åñòü ðåøåíèå óðàâ-
íåíèÿ (6.7). Äåéñòâèòåëüíî,

(ȳ + y∗)′′ + p(ȳ + y∗)′ + q(ȳ + y∗) = f(x),

(ȳ′′ + pȳ′ + qȳ) + (y∗′′ + py∗′ + qy∗) = f(x), òîãäà 0 + f(x) = f(x),
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ïîñêîëüêó ȳ åñòü îáùåå ðåøåíèå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ, à y∗ � ÷àñòíîå
ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ.

Ïîêàæåì, ÷òî ýòî îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (6.7). Ïóñòü äàíû íà÷àëü-
íûå óñëîâèÿ

y(x0) = y0, y′(x0) = y′0. (6.8)

Ïî òåîðåìå 10.4 îáùåå ðåøåíèå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ȳ ìîæíî ïðåäñòà-
âèòü â âèäå ȳ = C1y1 + C2y2, ãäå y1, y2 � ëèíåéíî íåçàâèñèìûå ðåøåíèÿ
îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ, à C1 è C2 � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå. Òîãäà

y = C1y1 + C2y2 + y∗.

Èñïîëüçóÿ óñëîâèÿ (6.8), ïîëó÷èì{
C1y10 + C2y20 + y∗0 = y0
C1y

′
10 + C2y

′
20 + y∗0

′ = y′0

èëè {
C1y10 + C2y20 = y0 − y∗0
C1y

′
10 + C2y

′
20 = y′0 − y∗0

′.

Ýòî ñèñòåìà îòíîñèòåëüíî C1 è C2. Ïîñêîëüêó ôóíêöèè y1 è y2 � ëèíåéíî
íåçàâèñèìû, òî îïðåäåëèòåëü Âðîíñêîãî∣∣∣∣ y10 y20

y′10 y′20

∣∣∣∣ ̸= 0,

ïîýòîìó ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå C10 è C20. Ñëå-
äîâàòåëüíî, y = ȳ + y∗ åñòü îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (6.7).

Òåîðåìà 6.11.2 (Ïðèíöèï ñóïåðïîçèöèè). ×àñòíîå ðåøåíèå y∗ óðàâ-
íåíèÿ

y′′ + py′ + qy = f1(x) + f2(x),

â êîòîðîì ïðàâàÿ ÷àñòü åñòü ñóììà äâóõ ôóíêöèé f1(x) è f2(x), ìîæíî
ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû y∗ = y∗1+y

∗
2 , ãäå y

∗
1 è y

∗
2 åñòü ñîîòâåòñòâåííî

÷àñòíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé

y∗1
′′ + py∗1

′ + qy∗1 = f1(x),

y∗2
′′ + py∗2

′ + qy∗2 = f2(x).
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6.12. Ìåòîä âàðèàöèè ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ ðåøåíèÿ
íåîäíîðîäíîãî ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå (6.7)

y′′ + py′ + qy = f(x).

Òîãäà îáùåå ðåøåíèå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ y′′ + py′ + qy = 0 èìååò âèä
ȳ = C1y1 + C2y2. Áóäåì èñêàòü ÷àñòíîå ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ
â òàêîì æå âèäå

y∗ = C1(x)y1 + C2(x)y2, (6.9)

íî ñ÷èòàÿ C1 = C1(x) è C2 = C2(x) ôóíêöèÿìè îò x. Ïðîäèôôåðåíöèðóåì
ðàâåíñòâî (6.9)

y∗′ = C1y1
′ + C2y2

′ + C1
′y1 + C2

′y2.

Ïîäáåðåì èñêîìûå ôóíêöèè C1(x) è C2(x) òàê, ÷òîáû C1
′y1 + C2

′y2 = 0.
Òîãäà y∗′ = C1y1

′ +C2y2
′. Íàéäåì y∗′′ = C1y1

′′ +C2y2
′′ +C1

′ + y1
′ +C2

′y2
′.

Ïîäñòàâëÿÿ y∗, y∗′, y∗′′ â èñõîäíîå óðàâíåíèå (6.7), ïîëó÷èì

C1y1
′′ + C2y2

′′ + C1
′y1

′ + C2
′y2

′ + pC1y1
′ + pC2y2

′ + qC1y1 + qC2y2 = f(x)

èëè

C1(y1
′′ + py1

′ + qy1) + C2(y2
′′ + py2

′ + qy2) + C1
′y1

′ + C2
′y2

′ = f(x).

Ïåðâûå äâå ñêîáêè â ýòîì ðàâåíñòâå îáðàùàþòñÿ â íîëü, ïîñêîëüêó y1
è y2 � ÷àñòíûå ðåøåíèÿ îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ. Ïîýòîìó èç ïîñëåäíåãî
ðàâåíñòâà ïîëó÷èì óñëîâèå

C1
′y1

′ + C2
′y2

′ = f(x).

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ (6.9), áóäåò ÷àñòíûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (6.7),
åñëè ôóíêöèè C1(x) è C2(x) áóäóò óäîâëåòâîðÿòü ñèñòåìå{

C1
′y1 + C2

′y2 = 0

C1
′y1

′ + C2
′y2

′ = f(x).
(6.10)

Îïðåäåëèòåëü ýòîé ñèñòåìû ∣∣∣∣y1 y2
y1

′ y2
′

∣∣∣∣
åñòü îïðåäåëèòåëü Âðîíñêîãî ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé y1 è y2, ïîýòî-
ìó îí íå ðàâåí 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ýòà ñèñòåìà èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå
C1

′(x) = φ1(x), C2
′(x) = φ2(x). Èíòåãðèðóÿ ýòè ðàâåíñòâà, ïîëó÷èì

C1(x) =

∫
φ1(x) dx+ C1, C2(x) =

∫
φ2(x) dx+ C2,
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ãäå C1 = const, C2 = const. Òîãäà îáùåå ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ
áóäåò èìåòü âèä

y = C1(x)y1 + C2(x)y2.

Ïðèìåð 6.12.1. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

y′′ + 4y′ + 4y = e−2x lnx.

Íàéäåì îáùåå ðåøåíèå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ y′′ + 4y′ + 4y = 0. Èìååì
k2+4k+4 = 0 èëè k1,2 = −2. Îáùåå ðåøåíèå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ èìååò
âèä

y = e−2x(C1x+ C2) = xe−2xC1 + e−2xC2.

Ïîäñòàâèâ y1 = xe−2x è y2 = e−2x â ñèñòåìó (6.10), ïîëó÷èì{
C1

′xe−2x + C2
′e−2x = 0

C1
′(e−2x − 2xe−2x)− 2C2

′e−2x = e−2x lnx

èëè{
C1

′x+ C2
′ = 0

C1
′(1− 2x)− 2C2

′ = lnx,

{
C2

′ = −C1
′x

C1
′ − 2xC1

′ + 2xC1
′ = lnx,

{
C1

′ = lnx

C2
′ = −x lnx.

Òîãäà, èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì, ïîëó÷èì:

C1(x) =

∫
lnx dx = x lnx− x+ C1,

C2(x) = −
∫
x lnx dx = −x

2

2
lnx+

1

4
x2 + C2.

Îáùåå ðåøåíèå èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ èìååò âèä

y = e−2xx(x lnx− x+ C1) + e−2x
(
−x

2

2
lnx+

1

4
x2 + C2

)
èëè

y = e−2x
(x2
2

lnx− 3

4
x2 + C1x+ C2

)
.

6.13. Ìåòîä íåîïðåäåëåííûõ êîýôôèöèåíòîâ íàõîæäåíèÿ
÷àñòíîãî ðåøåíèÿ íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ñî

ñïåöèàëüíîé ïðàâîé ÷àñòüþ

Ðàññìîòðèì íåîäíîðîäíîå óðàâíåíèå (6.7) âòîðîãî ïîðÿäêà

y′′ + py′ + qy = f(x).

Ïî òåîðåìå 6.11.1 åãî îáùåå ðåøåíèå èìååò âèä y = ȳ + y∗, ãäå ȳ � îá-
ùåå ðåøåíèå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ; y∗ � ÷àñòíîå ðåøåíèå íåîäíîðîäíî-
ãî óðàâíåíèÿ. Áóäåì èñêàòü ÷àñòíîå ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì k1, k2 � êîðíè
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õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ k2 + pk + q = 0. Ïðàâóþ ÷àñòü f(x) áóäåì
ðàññìàòðèâàòü äâóõ òèïîâ.

I. f(x) = Pn(x)e
ax, ãäå Pn(x) � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n.

1. Ïóñòü ïàðàìåòð a íå ÿâëÿåòñÿ êîðíåì õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíå-
íèÿ, ò.å. a ̸= k1, a ̸= k2. Òîãäà ÷àñòíîå ðåøåíèå áóäåì èñêàòü â âèäå

y∗ =Mn(x)e
ax,

ãäå Mn(x) � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n ñ íåîïðåäåëåííûìè êîýôôèöèåíòàìè.
Äëÿ íàõîæäåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ïîäñòàâèì y∗ â óðàâíåíèå (6.7), ïîëó÷èì

eax
[
M ′′
n (x) + (2a+ p)M ′

n(x) + (a2 + pa+ q)Mn(x)
]
= eaxPn(x),

èëè

M ′′
n (x) + (2a+ p)M ′

n(x) + (a2 + pa+ q)Mn(x) = Pn(x). (6.11)

Ïîñêîëüêó a2+pa+q ̸= 0, òî ëåâàÿ ÷àñòü åñòü ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n. Ïðèðàâ-
íèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ â ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòÿõ,
ïîëó÷èì ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé äëÿ íàõîæäåíèÿ íåîïðåäåëåííûõ
êîýôôèöèåíòîâ, êîòîðàÿ âñåãäà èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.

2. Ïóñòü a � êîðåíü õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ, íî k1 ̸= k2. Òîãäà
ëèáî a = k1, ëèáî a = k2. Â ýòîì ñëó÷àå â óðàâíåíèè (6.11) a2+pa+q = 0, è
òîãäà ëåâàÿ ÷àñòü � ýòî ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè (n− 1), à ïðàâàÿ � ìíîãî÷ëåí
ñòåïåíè n. Ïîýòîìó áóäåì èñêàòü ÷àñòíîå ðåøåíèå â âèäå

y∗ = xMn(x)e
ax.

3. Ïóñòü a � êîðåíü õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ êðàòíîñòè 2, ò.å.
a = k1 = k2. Â ýòîì ñëó÷àå â óðàâíåíèè (6.11) a2 + paq = 0 è 2a + p = 0,
ïîýòîìó ëåâàÿ ÷àñòü ýòîãî óðàâíåíèÿ � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè (n− 2). Ñëåäî-
âàòåëüíî, ÷àñòíîå ðåøåíèå áóäåì èñêàòü â âèäå

y∗ = x2Mn(x)e
ax.

II. f(x) = (Pn(x) cos bx+Qm(x) sin bx)eax, ãäå Pn(x) è Qm(x) � ìíîãî-
÷ëåíû ñòåïåíè n è m ñîîòâåòñòâåííî. Ïðåîáðàçóåì ïðàâóþ ÷àñòü ïî ôîð-
ìóëå Ýéëåðà:

f(x) = Pn(x)e
ax e

ibx + e−ibx

2
+Qm(x)eax

eibx − e−ibx

2i
=[1

2
Pn(x) +

1

2i
Qm(x)

]
e(a+ib)x +

[1
2
Pn(x)−

1

2i
Qm(x)

]
e(a−ib)x.

Ýòî ïðàâàÿ ÷àñòü I òèïà. Ïîýòîìó ïîëó÷èì 2 ñëó÷àÿ.
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1. Ïóñòü ñîïðÿæåííûå êîìïëåêñíûå ÷èñëà a± ib íå ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè
õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ, ò.å. a ± ib ̸= k1,2. Òîãäà ÷àñòíîå ðåøåíèå
áóäåì èñêàòü â âèäå

y∗ =
[
Mr(x) cos bx+Nr(x) sin bx

]
eax,

ãäå Mr(x) è Nr(x) � ìíîãî÷ëåíû îäèíàêîâîé ñòåïåíè r = max(n,m) ñ
íåîïðåäåëåííûìè êîýôôèöèåíòàìè.

2. Ïóñòü êîìïëåêñíûå ÷èñëà a± ib ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè õàðàêòåðèñòè÷å-
ñêîãî óðàâíåíèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå êîðíè äîëæíû áûòü ñîïðÿæåííûìè êîì-
ïëåêñíûìè ÷èñëàìè, ò.å. k1,2 = α ± iβ. Òîãäà a = α, b = β, ïîðÿäîê ñîâïà-
äåíèÿ ïàð ñîïðÿæåííûõ ÷èñåë â äàííîì ñëó÷àå ðàâåí 1. Ïîýòîìó ÷àñòíîå
ðåøåíèå áóäåì èñêàòü â âèäå

y∗ = x
[
Mr(x) cos bx+Nr(x) sin bx

]
eax,

ãäå Mr(x) è Nr(x) � ìíîãî÷ëåíû îäèíàêîâîé ñòåïåíè r = max(n,m) ñ
íåîïðåäåëåííûìè êîýôôèöèåíòàìè.

Çàìåòèì, ÷òî ìíîãî÷ëåí íóëåâîé ñòåïåíè èìååò âèäM0(x) = A, ïåðâîé
ñòåïåíè � M1(x) = Ax+B, âòîðîé � M2(x) = Ax2 +Bx+ C è ò.ä.

Ñîñòàâèì òàáëèöó äëÿ âñåõ ðàññìîòðåííûõ ñëó÷àåâ.

� Âèä f(x) Ïðîâåðêà óñëîâèé Âèä y∗

1. Pn(x)e
ax a ̸= k1,2 Mn(x)e

ax

2. Pn(x)e
ax a = k1 ëèáî a = k2 xMn(x)e

ax

3. Pn(x)e
ax a = k1 = k2 x2Mn(x)e

ax

4.
[
Pn(x) cos bx+ a± ib ̸= k1,2

[
Mr(x) cos bx+

+Qm(x) sin bx
]
eax +Nr(x) sin bx

]
eax

5.
[
Pn(x) cos bx+ a± ib = k1,2 x

[
Mr(x) cos bx+

+Qm(x) sin bx
]
eax +Nr(x) sin bx

]
eax

Ïðèìåð 6.13.1. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

y′′ − 7y′ + 12y = 2e5x.

1. Íàéäåì îáùåå ðåøåíèå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ. Êîðíè õàðàêòåðè-
ñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ k2 − 7k + 12 = 0 ðàâíû k1 = 3, k2 = 4. Òîãäà îáùåå
ðåøåíèå èìååò âèä

ȳ = C1e
3x + C2e

4x.

2. Íàéäåì ÷àñòíîå ðåøåíèå. Ïîñêîëüêó ïðàâàÿ ÷àñòü èìååò âèä f(x) =
2e5x, òî a = 5, n = 0. Â äàííîì ñëó÷àå a = 5 íå ÿâëÿåòñÿ êîðíåì õàðàêòå-
ðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ, ïîýòîìó ÷àñòíîå ðåøåíèå áóäåì èñêàòü â âèäå

y∗ = Ae5x.
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Ïîäñòàâèâ åãî â óðàâíåíèå, ïîëó÷èì

25Ae5x − 35Ae5x + 12Ae5x = 2e5x, 2A = 2, A = 1.

Òîãäà y∗ = e5x.
3. Îáùåå ðåøåíèå èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ èìååò âèä

y = C1e3x+ C2e
4x + e5x.

Ïðèìåð 6.13.2. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

y′′ − 5y′ + 6y = (3x+ 1)e2x.

1. Ïîñêîëüêó êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ k2 − 5k + 6 = 0
ðàâíû k1 = 2, k2 = 3, òî

ȳ = C1e
2x + C2e

3x.

2. Èç ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ a = 2, n = 1. Ïàðàìåòð a = k1 = 2.
Ïîýòîìó ÷àñòíîå ðåøåíèå áóäåì èñêàòü â âèäå

y∗ = x(Ax+B)e2x = (Ax2 +Bx)e2x.

Íàéäåì

y∗′ = (2Ax+B)e2x + 2(Ax2 +Bx)e2x,

y∗′′ = 2Ae2x + 4(2Ax+B)e2x + 4(Ax2 +Bx)e2x.

Ïîäñòàâëÿÿ â èñõîäíîå óðàâíåíèå è ñîêðàùàÿ íà e2x, ïîëó÷èì ðàâåíñòâî

2A+4(2Ax+B)+4(Ax2+Bx)−5(2Ax+B)−10(Ax2+Bx)+6(Ax2+Bx) = 3x+1.

Ïðèâîäÿ ïîäîáíûå ÷ëåíû, èìååì

−2Ax+ (2A−B) = 3x+ 1.

Òîãäà

x1 −2A = 3
x0 2A−B = 1.

Îòñþäà A = −3

2
, B = −4 è y∗ =

(
−3

2
x2 − 4x

)
e2x.

3. Îáùåå ðåøåíèå èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ èìååò âèä

y = C1e
2x + C2e

3x +
(
−3

2
x2 − 4x

)
e2x.

Ïðèìåð 6.13.3. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

y′′ − 2y′ + y = (x2 + 2)ex.
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1. Íàéäåì îáùåå ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ. Ïîñêîëüêó k2 −
2k + 1 = 0, òî k1 = k2 = 1. Òîãäà

ȳ = (C1x+ C2)e
x.

2. Ïîñêîëüêó a = k1 = k2 = 1 è n = 2, òî ÷àñòíîå ðåøåíèå íåîäíîðîä-
íîãî óðàâíåíèÿ áóäåì èñêàòü â âèäå

y∗ = x2(Ax2 +Bx+ C)ex = (Ax4 +Bx3 + Cx2)ex.

Òîãäà

y∗′ = (4Ax3 + 3Bx2 + 2Cx)ex + (Ax4 +Bx3 + Cx2)e
x,

y∗′′ = (12Ax2+6Bx+2C)ex+2(4Ax3+3Bx2+2Cx)ex+(Ax4+Bx3+Cx2)ex.

Ïîäñòàâëÿÿ â óðàâíåíèå è ñîêðàùàÿ íà ex, ïîëó÷èì

(12Ax2 + 6Bx+ 2C) + 2(4Ax3 + 3Bx2 + 2Cx) + (Ax4 +Bx3 + Cx2)−

−2(4Ax3+3Bx2+2Cx)− 2(Ax4+Bx3+Cx2)+ (Ax4+Bx3+Cx2) = x2+2

èëè

12Ax2 + 6Bx+ 2C = x2 + 2.

Ïðèðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ x, ïîëó÷èì ñèñòåìó

x2 12A = 1
x1 6B = 0
x0 2C = 2.

Ðåøàÿ ñèñòåìó, èìååì A =
1

12
, B = 0, C = 1. Òîãäà

y∗ =
( 1

12
x4 + x2

)
ex.

3. Îáùåå ðåøåíèå èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ áóäåò ñëåäóþùèì:

y = (C1x+ C2)e
x +

( 1

12
x4 + x2

)
ex.

Ïðèìåð 6.13.4. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

y′′ − 3y′ + 2y = ex cosx.

1. Íàéäåì îáùåå ðåøåíèå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ. Êîðíè õàðàêòåðè-
ñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ k2 − 3k + 2 = 0 ðàâíû k1 = 1, k2 = 2. Ïîýòîìó
ðåøåíèå èìååò âèä

ȳ = C1e
x + C2e

2x.
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2. Â ïðàâîé ÷àñòè èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ a = 1, b = 1, n = 0, m =
0, ïîýòîìó a ± ib = 1 ± i ̸= k1,2, r = max(0, 0) = 0. ×àñòíîå ðåøåíèå
íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ áóäåì èñêàòü â âèäå

y∗ = (A cosx+B sinx)ex.

Èìååì
y∗′ = (−A sinx+B cosx)ex + (A cosx+B sinx)ex,

y∗′′ = (−A cosx−B sinx)ex + 2(−A sinx+B cosx)ex + (A cosx+B sinx)ex.

Ïîäñòàâèâ íàéäåííûå ïðîèçâîäíûå â óðàâíåíèå è ñîêðàòèâ íà ex, ïîëó÷èì

(−A cosx−B sinx) + 2(−A sinx+B cosx) + (A cosx+B sinx)−
−3(−A sinx+B cosx)− 3(A cosx+B sinx) + 2(A cosx+B sinx) = cosx.

Ïðèðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè ôóíêöèÿõ cosx è sinx, ïîëó÷èì

cosx −A−B = 1
sinx A−B = 0.

Ðåøàÿ ýòó ñèñòåìó, íàéäåì A = −1

2
, B = −1

2
. Òîãäà ÷àñòíîå ðåøåíèå èìååò

âèä

y∗ = −1

2
(cosx+ sinx)ex.

3. Îáùåå ðåøåíèå èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ:

y = C1e
x + C2e

2x − 1

2
(cosx+ sinx)ex.

Ïðèìåð 6.13.5. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

y′′ + y = 8x cosx+ 2 sinx.

1. Ïîñêîëüêó êîðíÿìè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ k2 + 1 = 0 ÿâ-
ëÿþòñÿ êîìïëåêñíûå ÷èñëà k1,2 = ±i, òî îáùåå ðåøåíèå îäíîðîäíîãî óðàâ-
íåíèÿ ñëåäóþùåå:

ȳ = C1 cosx+ C2 sinx.

2. Â ïðàâîé ÷àñòè èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ a = 0, b = 1, n = 1, m = 0,
ïîýòîìó a ± ib = ±i = k1,2, r = max(1, 0) = 1. Ñëåäîâàòåëüíî, ÷àñòíîå
ðåøåíèå áóäåì èñêàòü â âèäå

y∗ = x
(
(Ax+B) cosx+(Cx+D) sinx

)
= (Ax2+Bx) cosx+(Cx2+Dx) sinx.

Òîãäà

y∗′ = (2Ax+B) cosx− (Ax2+Bx) sinx+(2Cx+D) sinx+(Cx2+Dx) cosx,

y∗′′ = 2A cosx− 2(2Ax+B) sinx− (Ax2 +Bx) cosx+

+2C sinx+ 2(2Cx+D) cosx− (Cx2 +Dx) sinx.
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Ïîäñòàâëÿÿ íàéäåííûå ïðîèçâîäíûå â óðàâíåíèå, ïîëó÷èì

2A cosx−2(2Ax+B) sinx− (Ax2+Bx) cosx++2C sinx+2(2Cx+D) cosx−

−(Cx2 +Dx) sinx+ (Ax2 +Bx) cosx+ (Cx2 +Dx) sinx = 8x cosx+ 2 sinx.

Ïðèðàâíÿåì êîýôôèöèåíòû ïðè ôóíêöèÿõ x cosx, x sinx, cosx, sinx, ïî-
ëó÷èì ñèñòåìó

x cosx 4C=8
x sinx -4A=0
cosx 2A+ 2D = 0
sinx −2B + 2C = 2.

Ðåøàÿ ñèñòåìó, íàéäåì A = 0, B = 1, C = 2, D = 0. Òîãäà

y∗ = x cosx+ 2x2 sinx.

3. Îáùåå ðåøåíèå èìååò âèä

y = C1 cosx+ C2 sinx+ x cosx+ 2x2 sinx.

6.14. Ðåøåíèå ñèñòåì îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé

Ðàññìîòðèì ðåøåíèå ñèñòåì íà ñèñòåìàõ äâóõ óðàâíåíèé ñ äâóìÿ íåèç-
âåñòíûìè ôóíêöèÿìè.

Ïóñòü äàíà ñèñòåìà 
dy

dx
= f(x, y, z)

dz

dx
= g(x, y, z),

(6.12)

ãäå y, z � èñêîìûå ôóíêöèè; x � àðãóìåíò.
Ïðîèíòåãðèðîâàòü ñèñòåìó (6.12) � çíà÷èò, îïðåäåëèòü ôóíêöèè y è z,

óäîâëåòâîðÿþùèå ýòîé ñèñòåìå è íà÷àëüíûì óñëîâèÿì y(x0) = y0, z(x0) =
z0.

Îïðåäåëåíèå 6.14.1. Ñèñòåìà âèäà (6.12), ó êîòîðîé â ëåâîé ÷àñòè
ïðîèçâîäíûå ïåðâîãî ïîðÿäêà, à ïðàâàÿ ÷àñòü íå ñîäåðæèò ïðîèçâîäíûõ,
íàçûâàåòñÿ íîðìàëüíîé ñèñòåìîé.

Ðàññìîòðèì ìåòîä ðåøåíèÿ òàêèõ ñèñòåì � ìåòîä ñâåäåíèÿ ê óðàâíå-
íèþ áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà.

1. Ïðîäèôôåðåíöèðóåì ïî x ïåðâîå óðàâíåíèå:

d2y

dx2
=
∂f

∂x
+
∂f

∂y

dy

dx
+
∂f

∂z

dz

dx
.
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2. Çàìåíèâ
dy

dx
è
dz

dx
íà ôóíêöèè f è g, áóäåì èìåòü

d2y

dx2
=
∂f

∂x
+
∂f

∂y
f +

∂f

∂z
g. (6.13)

3. Âûðàçèì z èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (6.12):

z = φ
(
x, y,

dy

dx

)
. (6.14)

4. Ïîäñòàâèâ z â óðàâíåíèå (6.13), ïîëó÷èì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâ-
íåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè y. Ðåøàÿ åãî, íàéäåì

y = ψ(x,C1, C2).

5. Ïîäñòàâèì íàéäåííîå y â âûðàæåíèå (6.14):

z = χ(x,C1, C2).

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè îáùåå ðåøåíèå èñõîäíîé ñèñòåìû. ×òîáû
ïîëó÷èòü ÷àñòíîå ðåøåíèå, íàäî ïîäñòàâèòü íà÷àëüíûå óñëîâèÿ â îáùåå
ðåøåíèå è îïðåäåëèòü êîíñòàíòû C1 è C2.

Ïðèìåð 6.14.1. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû
dy

dx
= 1 + 4x− 2y − 4z

dz

dx
=

3

2
x2 − y + z.

èëè

y
′ = 1 + 4x− 2y − 4z

z′ =
3

2
x2 − y + z.

1. Ïðîäèôôåðåíöèðóåì ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû ïî x:

y′′ = 4− 2y′ − 4z′.

2. Ïîäñòàâèì y′ è z′ èç ñèñòåìû â ýòî óðàâíåíèå:

y′′ = 4− 2(1 + 4x− 2y − 4z)− 4
(3
2
x2 − y + z

)
= 2− 8x− 6x2 + 8y + 4z.

3). Âûðàçèì èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû z:

z =
1 + 4x− 2y − y′

4
,

òîãäà áóäåì èìåòü

y′′ = 2− 8x− 6x2 + 8y + 1 + 4x− 2y − y′

èëè

y′′ + y′ − 6y = −6x2 − 4x+ 3.
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Ðåøèì ýòî óðàâíåíèå. Ïîñêîëüêó êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ
k2 + k − 6 = 0 ðàâíû k1 = −3, k2 = 2, òî îáùåå ðåøåíèå îäíîðîäíîãî
óðàâíåíèÿ èìååò âèä

ȳ = C1e
−3x + C2e

2x.

Òàê êàê a = 0, n = 2 è a ̸= k1,2, òî ÷àñòíîå ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî óðàâíå-
íèÿ áóäåì èñêàòü â âèäå

y∗ = Ax2 +Bx+ C.

Ïîñêîëüêó

y∗′ = 2Ax+B, y∗′′ = 2A,

òî

2A+ 2Ax+B − 6(Ax2 +Bx+ C) = −6x2 − 4x+ 3.

Ïðèðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ x, ïîëó÷èì

x2 −6A = −6
x1 2A− 6B = −4
x0 2A+B − 6C = 3.

Ðåøàÿ ýòó ñèñòåìó, íàéäåì A = 1, B = 1, C = 0. Òîãäà ÷àñòíîå ðåøåíèå
èìååò âèä y∗ = x2 + x. È îáùåå ðåøåíèå áóäåò

y = C1e
−3x + C2e

2x + x2 + x.

4. Íàéäåì ôóíêöèþ z. Äëÿ ýòîãî íàéäåì y′ = −3C1e
−3x+2C2e

2x+2x+1.
Òîãäà

z =
1 + 4x− 2y − y′

4
=

=
1 + 4x− 2C1e

−3x − 2C2e
2x − 2x2 − 2x+ 3C1e

−3x − 2C2e
2x − 2x− 1

4
=

=
C1

4
e−3x − C2e

2x − x2

2
.

5. Îáùåå ðåøåíèå èñõîäíîé ñèñòåìû èìååò âèäy = C1e
−3x + C2e

2x + x2 + x

z =
C1

4
e−3x − C2e

2x − x2

2
.
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6.14.1. Ñèñòåìû îäíîðîäíûõ ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè

Ðàññìîòðèì íîðìàëüíóþ îäíîðîäíóþ ñèñòåìó äâóõ óðàâíåíèé ïåðâîãî
ïîðÿäêà 

dy

dx
= a11y + a12z

dz

dx
= a21y + a22z,

(6.15)

ãäå aij = const. Ñèñòåìó (6.15) ìîæíî ðåøàòü ïðåäûäóùèì ñïîñîáîì. Ðàñ-
ñìîòðèì äðóãîé ñïîñîá ðåøåíèÿ òàêèõ ñèñòåì.

Ïîñêîëüêó ñèñòåìà îäíîðîäíàÿ, òî åå ðåøåíèåì è äëÿ y, è äëÿ z ÿâ-
ëÿåòñÿ ñóììà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ÷àñòíûõ ðåøåíèé ñ ïðîèçâîëüíûìè
êîíñòàíòàìè. Áóäåì èñêàòü ÷àñòíûå ðåøåíèÿ ýòîé ñèñòåìû â âèäå

y = αekx, z = βekx.

Òðåáóåòñÿ íàéòè α, β è k òàê, ÷òîáû y è z óäîâëåòâîðÿëè èñõîäíîé ñèñòåìå.
Ïîäñòàâèì èõ â ñèñòåìó (6.15), ïîëó÷èì{

kαekx = (a11α+ a12β)e
kx

kβekx = (a21α+ a22β)e
kx.

Ñîêðàùàÿ ekx è ïåðåíîñÿ âñå â îäíó ñòîðîíó, áóäåì èìåòü{
(a11 − k)α+ a12β = 0

a21α+ (a22 − k)β = 0.
(6.16)

Âûáåðåì α, β è k òàê, ÷òîáû îíè óäîâëåòâîðÿëè ñèñòåìå (6.16). Ñîñòàâèì
îïðåäåëèòåëü ýòîé ñèñòåìû:

∆(k) =

∣∣∣∣a11 − k a12
a21 a22 − k

∣∣∣∣ .
Íåíóëåâîå ðåøåíèå ó ñèñòåìû (6.16) áóäåò òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè∆(k) =
0. Ïîýòîìó ∣∣∣∣a11 − k a12

a21 a22 − k

∣∣∣∣ = (a11 − k)(a22 − k)− a12a21 = 0.

Ïîëó÷èì óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà äëÿ íàõîæäåíèÿ k.

Îïðåäåëåíèå 6.14.2. Îïðåäåëèòåëü

∆(k) =

∣∣∣∣a11 − k a12
a21 a22 − k

∣∣∣∣
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íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì îïðåäåëèòåëåì ñèñòåìû (6.15), à óðàâ-
íåíèå

(a11 − k)(a22 − k)− a12a21 = 0

õàðàêòåðèñòè÷åñêèì óðàâíåíèåì ñèñòåìû (6.15). Åãî êîðíè k1 è k2 íà-
çûâàþòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè êîðíÿìè.

Ðàññìîòðèì 3 ñëó÷àÿ.
I. Êîðíè k1, k2 � äåéñòâèòåëüíû è íå ðàâíû, ò.å. k1 ̸= k2.
Äëÿ êîðíÿ k1 ñîñòàâèì ñèñòåìó (6.16):{

(a11 − k1)α+ a12β = 0

a21α+ (a22 − k1)β = 0.

Ýòà ñèñòåìà èìååò ðàíã, ðàâíûé 1, ïîýòîìó ìû ñàìè âûáèðàåì ëþáîå
α1 ̸= 0, òîãäà β1 íàõîäèì èç ýòîé ñèñòåìû. Ïîýòîìó äëÿ êîðíÿ k1, ïîëó÷èì
÷àñòíûå ðåøåíèÿ:

y1 = α1e
k1x, z1 = β1e

k1x.

Àíàëîãè÷íî, äëÿ êîðíÿ k2 ñîñòàâèì ñèñòåìó (6.16), íàéäåì α2 è β2 è
÷àñòíûå ðåøåíèÿ

y2 = α2e
k2x, z = β2e

k2x.

Î÷åâèäíî, ÷òî ÷àñòíûå ðåøåíèÿ y1 è y2, à òàêæå z1 è z2 ëèíåéíî íåçàâè-
ñèìû, ïîñêîëüêó k1 ̸= k2.

Ïîýòîìó îáùåå ðåøåíèå èñõîäíîé ñèñòåìû áóäåò èìåòü âèä{
y = α1C1e

k1x + α2C2e
k2x

z = β1C1e
k1x + β2C2e

k2x.

Ïðèìåð 6.14.2. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû{
y′ = 2y + 2z

z′ = y + 3z.

Ñîñòàâèì õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ñèñòåìó{
(2− k)α+ 2β = 0

α+ (3− k)β = 0.

Âû÷èñëèì õàðàêòåðèñòè÷åñêèé îïðåäåëèòåëü∣∣∣∣2− k 2
1 3− k

∣∣∣∣ = 0.

Òîãäà (2− k)(3− k)− 2 = 0 èëè k2 − 5k + 4 = 0. Ïîëó÷èì k1 = 4, k2 = 1.
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1. Ïóñòü k1 = 4. Ïîäñòàâèâ åãî â õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ñèñòåìó, ïîëó÷èì{
−2α1 + 2β1 = 0

α1 − β1 = 0.

Åñëè α1 = 1, òî β1 = 1. Òîãäà y1 = e4x, z1 = e4x.
2. Ïóñòü k2 = 1. Ïîëó÷èì{

α2 + 2β2 = 0

α1 + 2β2 = 0.

Åñëè β2 = 1, òî α2 = −2. Òîãäà y2 = −2ex, z2 = ex.
Îáùåå ðåøåíèå èñõîäíîé ñèñòåìû áóäåò èìåòü âèä{

y = C1e
4x − 2C2e

x

z = C1e
4x + C2e

x.

II. Êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ äåéñòâèòåëüíû è ðàâíû, ò.å.
k1 = k2 = k.

Âíà÷àëå áóäåì äåëàòü, êàê â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå. Ïîäñòàâèì êîðåíü k
â ñèñòåìó (6.16) è íàéäåì α è β. Ïîýòîìó ïåðâàÿ ãðóïïà ÷àñòíûõ ðåøåíèé
èìååò âèä {

y1 = αekx

z1 = βekx.

Âòîðóþ ãðóïïó ÷àñòíûõ ðåøåíèé áóäåì èñêàòü â âèäå{
y2 = (a1x+ b1)e

kx

z2 = (a2x+ b2)e
kx

äëÿ òîãî, ÷òîáû îíè áûëè ëèíåéíî íåçàâèñèìû ñ ïåðâîé ãðóïïîé ÷àñòíûõ
ðåøåíèé. Ïîäñòàâèì ýòè ðåøåíèÿ â èñõîäíóþ ñèñòåìó (6.15), ñîêðàòèì íà
ekx è ïîëó÷èì{

ka1x+ kb1 + a1 = (a1x+ b1)a11 + (a2x+ b2)a12

ka2x+ kb2 + a2 = (a1x+ b1)a21 + (a2x+ b2)a22.

Äàëåå, â êàæäîì óðàâíåíèè ïðèðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ
ñòåïåíÿõ x, ïîëó÷èì ñèñòåìó, êîòîðàÿ èìååò ðàíã íå áîëåå 2. Íàõîäèì êî-
ýôôèöèåíòû a1, a2, b1 è b2, íî òàê, ÷òîáû a1 ̸= 0, a2 ̸= 0.

Îáùåå ðåøåíèå èñõîäíîé ñèñòåìó áóäåò èìåòü âèä{
y = C1αe

kx + C2(a1x+ b1)e
kx

z = C1βe
kx + C2(a2x+ b2)e

kx.
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Ïðèìåð 6.14.3. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû{
y′ = 3y + z

z′ = −y + z.

Ñîñòàâèì õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ñèñòåìó{
(3− k)α+ β = 0

−α+ (1− k)β = 0.

Âû÷èñëèì õàðàêòåðèñòè÷åñêèé îïðåäåëèòåëü∣∣∣∣3− k 1
−1 1− k

∣∣∣∣ = 0.

Òîãäà (3− k)(1− k) + 1 = 0 èëè k2 − 4k + 4 = 0. Ïîëó÷èì k1 = k2 = k = 2.
1. Äëÿ k = 2 íàéäåì ïåðâóþ ãðóïïó ðåøåíèé. Ïîäñòàâèì k â õàðàêòå-

ðèñòè÷åñêóþ ñèñòåìó: {
α+ β = 0

−α− β = 0.

Âîçüìåì α = 1, òîãäà β = −1. Ïîëó÷èì y1 = e2x, z1 = −e2x.
2. Íàéäåì âòîðóþ ãðóïïó ðåøåíèé, ïîëîæèì{

y2 = (a1x+ b1)e
2x

z2 = (a2x+ b2)e
2x.

Ïîäñòàâèì ýòè ðåøåíèÿ â èñõîäíóþ ñèñòåìó, ñîêðàòèì íà e2x, ïîëó÷èì{
a1 + 2(a1x+ b1) = 3(a1x+ b1) + (a2x+ b2)

a2 + 2(a2x+ b2) = −(a1x+ b1) + (a2x+ b2),

èëè {
(a1 + a2)x+ (b1 − a1 − b2) = 0

(a1 + a2)x+ (a2 + b2 + b1) = 0.

Ïðèðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ x, ïîëó÷èì ñèñòåìó
a1 + a2 = 0

b1 − a1 − b2 = 0

a1 + a2 = 0

a2 + b2 + b1 = 0.
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Ýòà ñèñòåìà èìååò ðàíã, ðàâíûé 2. Ïîýòîìó äâà êîýôôèöèåíòà ìû äîëæíû
âûáðàòü ñàìè, ïóñòü a1 = 1, b2 = 0, òîãäà a2 = −1, à b1 = 1. Ìû ïîëó÷èëè
ðåøåíèÿ y2 = (x+ 1)e2x, z2 = −xe2x.

Îáùåå ðåøåíèå èñõîäíîé ñèñòåìû áóäåò ðàâíî{
y = C1e

2x + C2(x+ 1)e2x

z = −C1e
2x − C2xe

2x.

III. Ïóñòü êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ êîìïëåêñíûå, ò.å.
k1,2 = a ± ib. Ïîäñòàâèì k = a + ib â ñèñòåìó (6.16), íàéäåì êîìïëåêñíûå
ðåøåíèÿ α è β. Ïîýòîìó êîìïëåêñíûå ðåøåíèÿ èñõîäíîé ñèñòåìû áóäóò
èìåòü âèä {

ȳ = αekx

z̄ = βekx.

Òîãäà äåéñòâèòåëüíàÿ è ìíèìàÿ ÷àñòè êîìïëåêñíûõ ðåøåíèé ȳ è z̄ áóäóò
ÿâëÿòüñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè ÷àñòíûìè ðåøåíèÿìè èñõîäíîé ñèñòåìû.
Îáùåå ðåøåíèå áóäåò èìåòü âèä{

y = C1 Re ȳ + C2 Im ȳ

z = C1 Re z̄ + C2 Im z̄.

Ïðèìåð 6.14.4. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû{
y′ = 3y + 2z

z′ = −y + z.

Ñîñòàâèì õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ñèñòåìó{
(3− k)α+ 2β = 0

−α+ (1− k)β = 0.

Âû÷èñëèì õàðàêòåðèñòè÷åñêèé îïðåäåëèòåëü∣∣∣∣3− k 2
−1 1− k

∣∣∣∣ = 0.

Òîãäà (3 − k)(1 − k) + 2 = 0 èëè k2 − 4k + 5 = 0. Ïîëó÷èì k1,2 = 2 ± i.
Ïîäñòàâèâ êîðåíü k = 2 + i â õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ñèñòåìó, ïîëó÷èì{

(3− 2− i)α+ 2β = 0

−α+ (1− 2− i)β = 0
èëè

{
(1− i)α+ 2β = 0

−α− (1 + i)β = 0.

Âîçüìåì β = −1, òîãäà èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ α = 1+ i. Ïîýòîìó êîìïëåêñ-
íûå ðåøåíèÿ ðàâíû ȳ = (1 + i)e(2+i)x, z̄ = −e(2+i)x. Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó
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Ýéëåðà ea+ibx = eax(cos bx+ i sin bx) è âûäåëÿÿ äåéñòâèòåëüíóþ è ìíèìóþ
÷àñòü, ïîëó÷èì

ȳ = (1 + i)e(2+i)x = (1 + i)e2x(cosx+ i sinx) =

= e2x
(
(cosx− sinx) + i(cosx+ sinx)

)
z̄ = −e(2+i)x = −e2x(cosx+ i sinx).

Äåéñòâèòåëüíîå îáùåå ðåøåíèå èñõîäíîé ñèñòåìû áóäåò ðàâíî{
y = e2x

(
C1(cosx− sinx) + C2(cosx+ sinx)

)
z = −e2x(C1 cosx+ C2 sinx).
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Ãëàâà 7

Ðÿäû

7.1. ×èñëîâûå ðÿäû

Îïðåäåëåíèå 7.1.1. Âûðàæåíèå

u1 + u2 + . . .+ un + . . . , (7.1)

ãäå un � ÷èñëà, íàçûâàåòñÿ ÷èñëîâûì ðÿäîì. Ïðè ýòîì ÷èñëà u1, u2, . . . ,
un, . . . , íàçûâàþòñÿ ÷ëåíàìè ðÿäà.

Ðÿä (7.1) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

∞∑
n=1

un = u1 + u2 + . . .+ un + . . . ,

ãäå un � îáùèé ÷ëåí ðÿäà.
Ïðèìåð 7.1.1. Ïðèìåðû ÷èñëîâûõ ðÿäîâ:

1) 1 + 2 + 3 + . . .+ n+ . . . =
∞∑
n=1

n;

2) 1 +
1

2
+

1

3
+ . . .+

1

n
+ . . . =

∞∑
n=1

1

n
;

3) −1

2
+

2

3
− 3

4
+

4

5
+ . . .+

(−1)nn

n+ 1
+ . . . =

∞∑
n=1

(−1)n
n

n+ 1
.

Îïðåäåëåíèå 7.1.2. ×èñëà Sn = u1 + u2 + . . . + un íàçûâàþòñÿ n-
÷àñòè÷íûìè ñóììàìè ðÿäà (7.1).

Îïðåäåëåíèå 7.1.3. Åñëè ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë

lim
n→∞

Sn = S,

òî åãî íàçûâàþò ñóììîé ðÿäà è ãîâîðÿò, ÷òî ðÿä (7.1) ñõîäèòñÿ.
Åñëè ïðåäåë n-÷àñòè÷íûõ ñóìì Sn íå ñóùåñòâóåò, òî ðÿä (7.1) ðàñ-

õîäèòñÿ è ñóììû íå èìååò.
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Ïðèìåð 7.1.2. Ðàññìîòðèì ãåîìåòðè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ

a+ aq + aq2 + . . .+ aqn−1 + . . . =
∞∑
n=1

aqn−1, (7.2)

ãäå a = const ̸= 0.
Ñóììà Sn ïåðâûõ n ÷èñåë ðàâíà (q ̸= 1)

Sn =
a
(
1− qn

)
1− q

=
a

1− q
− aqn

1− q
.

Ðàññìîòðèì ÷åòûðå ñëó÷àÿ.
1. Åñëè |q| < 1, òî qn −−−−→

n→∞
0, ñëåäîâàòåëüíî,

lim
n→∞

Sn = lim
n→∞

(
a

1− q
− aqn

1− q

)
=

a

1− q
.

Çíà÷èò, ïðè |q| < 1 ðÿä (7.2) ñõîäèòñÿ è åãî ñóììà ðàâíà S =
a

1− q
.

2. Åñëè |q| > 1, òî qn −−−−→
n→∞

∞ è òîãäà
a
(
1− qn

)
1− q

−−−−→
n→∞

∞, ò.å. ïðåäåëà

n-÷àñòè÷íûõ ñóìì Sn íå ñóùåñòâóåò è ðÿä (7.2) ðàñõîäèòñÿ.
3. Ïóñòü q = 1. Òîãäà ðÿä (7.2) èìååò âèä

a+ a+ a+ . . . .

Ïîýòîìó Sn = na è lim
n→∞

Sn = lim
n→∞

na = ∞, ò.å. ðÿä (7.2) ðàñõîäèòñÿ.

4. Ïóñòü q = −1. Òîãäà ðÿä (7.2) èìååò âèä

a− a+ a− . . . .

Â ýòîì ñëó÷àå

Sn =

{
0, n = 2k

a, n = 2k − 1,
k = 1, 2, 3, . . . .

Ïîýòîìó n-÷àñòè÷íûå ñóììû Sn ïðåäåëà íå èìåþò è ðÿä (7.2) ðàñõîäèòñÿ.

7.1.1. Äåéñòâèÿ íàä ðÿäàìè

Òåîðåìà 7.1.1. Åñëè ñõîäèòñÿ ðÿä
∞∑
n=1

un = u1 + u2 + . . .+ un + . . . , (7.3)

òî ñõîäèòñÿ è ðÿä

uk+1 + uk+2 + . . . , (7.4)
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ïîëó÷åííûé èç ðÿäà (7.3) îòáðàñûâàíèåì ïåðâûõ k ÷ëåíîâ, è îáðàòíî, åñëè
ñõîäèòñÿ ðÿä (7.4), òî ñõîäèòñÿ è ðÿä (7.3).

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ck = u1 + u2 + . . . + uk � ñóììó ïåðâûõ
k ÷èñåë. Ïóñòü Sn � ÷àñòè÷íàÿ ñóììà ðÿäà (7.3); σn � ÷àñòè÷íàÿ ñóììà
ðÿäà (7.4) ïðè n > k. Òîãäà Sn = ck + σn. Ïîýòîìó åñëè ðÿä (7.3) ñõîäèòñÿ,
òî ñóùåñòâóåò

S = lim
n→∞

Sn = lim
n→∞

(ck + σn) = ck + lim
n→∞

σn.

Òîãäà ñóùåñòâóåò σ = lim
n→∞

σn = S − ck, è ðÿä (7.4) ñõîäèòñÿ.

È íàîáîðîò, åñëè ñóùåñòâóåò σ = lim
n→∞

σn, òî ñóùåñòâóåò

lim
n→∞

Sn = lim
n→∞

(ck + σn) = ck + lim
n→∞

σn = ck + σ = S,

è ðÿä (7.3) ñõîäèòñÿ.

Òåîðåìà 7.1.2. Åñëè ðÿäû
∞∑
n=1

un è
∞∑
n=1

vn ñõîäÿòñÿ è a = const, òî

ðÿäû
∞∑
n=1

aun è
∞∑
n=1

(un ± vn) òàêæå ñõîäÿòñÿ è

∞∑
n=1

aun = a
∞∑
n=1

un

∞∑
n=1

(un ± vn) =
∞∑
n=1

un ±
∞∑
n=1

vn. (7.5)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñïðàâåäëèâîñòü ýòîé òåîðåìû ñëåäóåò èç ñïðàâåäëè-
âîñòè ýòèõ ôàêòîâ äëÿ êîíå÷íûõ ñóìì. Äåéñòâèòåëüíî,

∞∑
n=1

aun = lim
n→∞

n∑
k=1

auk = a lim
n→∞

n∑
k=1

uk = a

∞∑
n=1

un

è
∞∑
n=1

(un± vn) = lim
n→∞

n∑
k=1

(uk± vk) = lim
n→∞

n∑
k=1

uk± lim
n∑
k=1

vk =
∞∑
n=1

un±
∞∑
n=1

vn.

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî èç ñõîäèìîñòè ðÿäà, ñòîÿùåãî ñëåâà â (7.5), íå ñëåäóåò
ñõîäèìîñòü êàæäîãî èç ðÿäîâ, ñòîÿùèõ ñïðàâà â (7.5).

Ïðèìåð 7.1.3. Ðÿä (1 − 1) + (1 − 1) + . . . ñõîäèòñÿ, ïîñêîëüêó âñå åãî

÷ëåíû ðàâíû 0, íî ðÿäû
∞∑
n=1

1 è −
∞∑
n=1

1 ðàñõîäÿòñÿ.
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Çàìå÷àíèå 7.1.1. Â ñõîäÿùåìñÿ ðÿäå ìîæíî ÷ëåíû ãðóïïèðîâàòü êàê
óãîäíî, íàïðèìåð, (u1 + u2) + (u3 + u4 + u5) + u6 + . . ., îí îñòàíåòñÿ ñõî-
äÿùèìñÿ. À âîò ðàñêðûâàòü ñêîáêè, åñëè îíè åñòü, íåëüçÿ, ðÿä ìîæåò
íà÷àòü ðàñõîäèòüñÿ.

7.1.2. Íåîáõîäèìûé ïðèçíàê ñõîäèìîñòè ðÿäà

Òåîðåìà 7.1.3. Åñëè ðÿä (7.3) ñõîäèòñÿ, òî åãî n-÷ëåí ñòðåìèòñÿ ê
íóëþ ïðè n→ ∞, ò.å.

lim
n→∞

un = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ðÿä
∞∑
n=1

un = S ñõîäèòñÿ, ò.å. lim
n→∞

Sn = S. Òîãäà

è lim
n→∞

Sn−1 = S. Ïîëó÷èì

0 = S − S = lim
n→∞

Sn − lim
n→∞

Sn−1 = lim
n→∞

(Sn − Sn−1) = lim
n→∞

un,

ïîñêîëüêó un = Sn − Sn−1. Ïîýòîìó lim
n→∞

un = 0.

Ñëåäñòâèå 7.1.1. Åñëè n-÷ëåí ðÿäà íå ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè n→ ∞,
òî ðÿä ðàñõîäèòñÿ.

Ïðèìåð 7.1.4. Ðàññìîòðèì ðÿä

∞∑
n=1

2n

n+ 1
.

Ïîñêîëüêó un =
2n

n+ 1
, òî

lim
n→∞

un = lim
n→∞

2n

n+ 1
= lim
n→∞

2

1 + 1
n

= 2 ̸= 0.

Ïîýòîìó èñõîäíûé ðÿä ðàñõîäèòñÿ.

Ïðèìåð 7.1.5. Ðàññìîòðèì ðÿä
∞∑
n=1

n, ïîñêîëüêó lim
n→∞

n = ∞, òî ðÿä

ðàñõîäèòñÿ.

Çàìå÷àíèå 7.1.2. Ýòîò ïðèçíàê ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì, íî íå ÿâëÿ-
åòñÿ äîñòàòî÷íûì, ïîñêîëüêó, åñëè lim

n→∞
un = 0, òî îòñþäà íå ñëåäóåò,

÷òî ðÿä
∞∑
n=1

un ñõîäèòñÿ, îí ìîæåò ðàñõîäèòüñÿ.
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Ïðèìåð 7.1.6. Ãàðìîíè÷åñêèé ðÿä
Ðàññìîòðèì ðÿä

∞∑
n=1

1

n
= 1 +

1

2
+

1

3
+ . . .+

1

n
+ . . . .

Ïðåäåë n-÷ëåíà ðÿäà lim
n→∞

1

n
= 0, íî ðÿä ðàñõîäèòñÿ. Äîêàæåì ýòî.

Íàïèøåì ãàðìîíè÷åñêèé ðÿä

1 +
1

2
+

1

3
+

1

4︸ ︷︷ ︸
2 ÷ë.

+
1

5
+

1

6
+

1

7
+

1

8︸ ︷︷ ︸
4 ÷ë.

+
1

9
+ . . .+

1

16︸ ︷︷ ︸
8 ÷ë.

+ . . . . (7.6)

Íàïèøåì âñïîìîãàòåëüíûé ðÿä

1 +
1

2
+

1

4
+

1

4︸ ︷︷ ︸
2 ÷ë.

+
1

8
+

1

8
+

1

8
+

1

8︸ ︷︷ ︸
4 ÷ë.

+
1

16
+ . . .+

1

16︸ ︷︷ ︸
8 ÷ë.

+ . . . . (7.7)

Ïóñòü Sn � ñóììà n ïåðâûõ ÷ëåíîâ ðÿäà (7.6), à σn � ñóììà n ïåðâûõ
÷ëåíîâ ðÿäà (7.7). Äëÿ n > 2 èìååì Sn > σn, ïîñêîëüêó ÷ëåíû ïåðâîãî
ðÿäà áîëüøå ëèáî ðàâíû ÷ëåíàì âòîðîãî ðÿäà. Äëÿ ðÿäà (7.7) èìååì:

σ2 = 1 +
1

2
= 1 + 1 · 1

2
,

σ4 = 1 +
1

2
+
(1
4
+

1

4

)
= 1 + 2 · 1

2
,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

σ2k = 1 + k · 1
2
.

Ïîýòîìó

lim
k→∞

σ2k = lim
k→∞

(
1 + k

1

2

)
= ∞.

Ïîñêîëüêó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {σ2k}∞k=1 åñòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè {σn}∞n=1, òî lim

n→∞
σn = ∞. Ïîýòîìó ðÿä (7.7) ðàñõîäèòñÿ.

Ïîñêîëüêó Sn > σn, òî è lim
n→∞

Sn = ∞, ñëåäîâàòåëüíî, ãàðìîíè÷åñêèé

ðÿä (7.6) òàêæå ðàñõîäèòñÿ.

7.2. ×èñëîâûå ðÿäû ñ ïîëîæèòåëüíûìè ÷ëåíàìè

Îïðåäåëåíèå 7.2.1. Ðÿä
∞∑
n=1

un,
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åñëè un > 0 äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n, íàçûâàåòñÿ ðÿäîì ñ ïîëîæèòåëü-
íûìè ÷ëåíàìè.

Ðàññìîòðèì äâà ðÿäà ñ ïîëîæèòåëüíûìè ÷ëåíàìè:

∞∑
n=1

un = u1 + u2 + . . .+ un + . . . ; (7.8)

∞∑
n=1

vn = v1 + v2 + . . .+ vn + . . . . (7.9)

Òåîðåìà 7.2.1 (Ïðèçíàê ñðàâíåíèÿ). Ïóñòü ÷ëåíû ðÿäà (7.8) íå áîëü-
øå ÷ëåíîâ ðÿäà (7.9), ò.å. un 6 vn äëÿ ëþáîãî n = 1, 2, 3, . . ., òîãäà:

1) åñëè ðÿä (7.9) ñõîäèòñÿ, òî ñõîäèòñÿ è ðÿä (7.8),
2) åñëè ðÿä (7.8) ðàñõîäèòñÿ, òî ðàñõîäèòñÿ è ðÿä (7.9).

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì n-÷àñòè÷íûå ñóììû ðÿäîâ (7.8), (7.9), ñî-
îòâåòñòâåííî, Sn è σn. Ïîñêîëüêó un 6 vn, òî Sn 6 σn.

Äîêàæåì ïåðâîå óòâåðæäåíèå. Åñëè ðÿä (7.9) ñõîäèòñÿ, òî ñóùåñòâóåò
lim
n→∞

σn = σ. ×ëåíû îáåèõ ðÿäîâ ïîëîæèòåëüíû, ïîýòîìó ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü {σn} ìîíîòîííî âîçðàñòàåò, à çíà÷èò, σn < σ, òîãäà è Sn < σn < σ.
Ïîëó÷èëè, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Sn} îãðàíè÷åíà ñâåðõó è ìîíîòîííî
âîçðàñòàåò, ïîýòîìó ñóùåñòâóåò lim

n→∞
Sn = S. Çíà÷èò, ðÿä (7.8) ñõîäèòñÿ.

Äîêàæåì âòîðîå óòâåðæäåíèå. Èç óñëîâèÿ òåîðåìû èìååì un 6 vn,
òîãäà Sn 6 σn. Ïîñêîëüêó ðÿä (7.8) ñ ïîëîæèòåëüíûìè ÷ëåíàìè, òî Sn
ìîíîòîííî âîçðàñòàåò, è ïîñêîëüêó îí ðàñõîäèòñÿ, òî lim

n→∞
Sn = ∞. Íî

òîãäà è
lim
n→∞

σn = ∞, à çíà÷èò, è ðÿä (7.9) ðàñõîäèòñÿ.

Ïðèìåð 7.2.1. Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü ðÿä
∞∑
n=1

1

nn
.

Ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíûé ðÿä
∞∑
n=1

1

2n
. Îáîçíà÷èì un =

1

nn
è vn =

1

2n
.

Ïðè n > 2 èìååì un < vn. Ïîñêîëüêó ðÿä
∞∑
n=1

1

2n
åñòü ãåîìåòðè÷åñêàÿ

ïðîãðåññèÿ ñî çíàìåíàòåëåì q =
1

2
< 1, òî îí ñõîäèòñÿ, à çíà÷èò, ñõîäèòñÿ

è ðÿä
∞∑
n=1

1

nn
.
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Ïðèìåð 7.2.2. Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü ðÿä

∞∑
n=1

1√
n
.

Ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíûé ãàðìîíè÷åñêèé ðÿä
∞∑
n=1

1

n
. Îí ðàñõîäèòñÿ.

À ïîñêîëüêó äëÿ un =
1

n
è vn =

1√
n
âûïîëíÿåòñÿ un 6 vn äëÿ ëþáîãî

íàòóðàëüíîãî n, òî ðÿä
∞∑
n=1

1√
n
òàêæå ðàñõîäèòñÿ.

Ñëåäñòâèå 7.2.1 (Ïðåäåëüíûé ïðèçíàê ñðàâíåíèÿ). Åñëè ñóùåñòâóåò

0 < lim
n→∞

un
vn

= A < +∞,

òî ðÿäû
∞∑
n=1

un è
∞∑
n=1

vn ñõîäÿòñÿ èëè ðàñõîäÿòñÿ îäíîâðåìåííî.

Ïðèìåð 7.2.3. Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü ðÿä

∞∑
n=1

n+ 2

n2 + 3
.

Ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíûé ðÿä
∞∑
n=1

1

n
, êîòîðûé ðàñõîäèòñÿ. Ïîñêîëüêó

äëÿ un =
n+ 2

n2 + 3
è vn =

1

n
ñóùåñòâóåò lim

n→∞

(n+ 2)n

n2 + 3
= lim

n→∞

n2 + 2n

n2 + 3
= 1,

òî èñõîäíûé ðÿä òàêæå ðàñõîäèòñÿ.

7.2.1. Ïðèçíàê Äàëàìáåðà

Òåîðåìà 7.2.2. Ïóñòü äëÿ ðÿäà
∞∑
n=1

un ñ ïîëîæèòåëüíûìè ÷ëåíàìè

ñóùåñòâóåò

lim
n→∞

un+1

un
= l,

òî:
1) åñëè l < 1, òî ðÿä ñõîäèòñÿ;
2) åñëè l > 1, òî ðÿä ðàñõîäèòñÿ;
3) åñëè l = 1, òî ðÿä íàäî èññëåäîâàòü ïî äðóãîìó ïðèçíàêó.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ïåðâîå óòâåðæäåíèå. Ïóñòü l < 1. Âîçüìåì
÷èñëî l < q < 1. Ïîñêîëüêó l = lim

n→∞
un, òî èç îïðåäåëåíèÿ ïðåäåëà ñëåäóåò,

÷òî, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà N , âûïîëíÿåòñÿ

un+1

un
< q äëÿ ëþáîãî n > N.

Òîãäà

uN+1 < quN
uN+2 < quN+1 < q2uN
uN+3 < quN+2 < q3uN
è ò.ä.

Ðàññìîòðèì äâà ðÿäà:

u1 + u2 + . . .+ uN + uN+1 + uN+2 + uN+3 + . . . ; (7.10)

uN + quN + q2uN + q3uN + . . . . (7.11)

Ðÿä (7.11) åñòü ãåîìåòðè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ ñî çíàìåíàòåëåì q < 1, ïîýòîìó
îí ñõîäèòñÿ. Íà÷èíàÿ ñ íîìåðà N , ÷ëåíû ðÿäà (7.10) ìåíüøå ëèáî ðàâíû
÷ëåíîâ ðÿäà (7.11), ïîýòîìó ïî ïðèçíàêó ñðàâíåíèÿ èñõîäíûé ðÿä (7.10)
òàêæå ñõîäèòñÿ.

Äîêàæåì âòîðîå óòâåðæäåíèå. Ïóñòü l > 1. Ïîñêîëüêó l = lim
n→∞

un+1

un
,

òî, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà N , äðîáü
un+1

un
> 1 ïðè n > N , ò.å.

un+1 > un. Ïîýòîìó îáùèé ÷ëåí èñõîäíîãî ðÿäà íå ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, à
çíà÷èò, ïî íåîáõîäèìîìó ïðèçíàêó ðÿä ðàñõîäèòñÿ.

Çàìå÷àíèå 7.2.1. Ïðèçíàê Äàëàìáåðà äàåò îòâåò íà âîïðîñ î ñõî-
äèìîñòè ðÿäà òîëüêî òîãäà, êîãäà ýòîò ïðåäåë ñóùåñòâóåò è îòëè÷åí
îò 1. Â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ ðÿä ìîæåò è ñõîäèòüñÿ è ðàñõîäèòüñÿ.

Ïðèìåð 7.2.4. Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü ðÿä

∞∑
n=1

n

3n+1
.

Ïîñêîëüêó un =
n

3n+1
, un+1 =

n+ 1

3n+2
è

lim
n→∞

un+1

un
= lim
n→∞

n+ 1

3n+2
· 3

n+1

n
= lim
n→∞

(n+ 1)3n+1

n3n+2
=

1

3
< 1,

òî ðÿä ñõîäèòñÿ.
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Ïðèìåð 7.2.5. Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü ðÿä

∞∑
n=1

2n

(n+ 1)!
.

Ïîñêîëüêó un =
2n

(n+ 1)!
, à un+1 =

2n+1

(n+ 2)!
, òî

lim
n→∞

un+1

un
= lim
n→∞

2n+1(n+ 1)!

2n(n+ 2)!
= lim
n→∞

2 · 1 · 2 · . . . · n · (n+ 1)

1 · 2 · . . . · n · (n+ 1) · (n+ 2)
=

= lim
n→∞

2

n+ 2
= 0 < 1.

Ïîýòîìó èñõîäíûé ðÿä ñõîäèòñÿ.
Ïðèìåð 7.2.6. Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü ðÿä

∞∑
n=1

2 · 5 · 8 . . . · (3n− 1)

n!
.

Èìååì un =
2 · 5 · 8 . . . · (3n− 1)

n!
, à un+1 =

2 · 5 · 8 . . . · (3n− 1) · (3n+ 2)

(n+ 1)!
,

òîãäà

lim
n→∞

un+1

un
= lim
n→∞

2 · 5 · 8 . . . · (3n− 1) · (3n+ 2)n!

2 · 5 · 8 . . . · (3n− 1)(n+ 1)!
=

= lim
n→∞

2 · 5 · 8 . . . · (3n− 1) · (3n+ 2) · 1 · 2 . . . · n
2 · 5 · 8 . . . · (3n− 1) · 1 · 2 · . . . · n · (n+ 1)

=

= lim
n→∞

3n+ 2

n+ 1
= 3 > 1.

Ïîýòîìó èñõîäíûé ðÿä ðàñõîäèòñÿ.
Ïðèìåð 7.2.7. Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü ðÿä Äèðèõëå

∞∑
n=1

1

np
,

ãäå p > 0. Èìååì

lim
n→∞

un+1

un
= lim
n→∞

(
n+ 1

n

)p
= 1.

Ïîýòîìó î ñõîäèìîñòè ðÿäà íè÷åãî ñêàçàòü íåëüçÿ, åãî íàäî èññëåäîâàòü ñ
ïîìîùüþ äðóãèõ ïðèçíàêîâ.
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7.2.2. Ïðèçíàê Êîøè

Òåîðåìà 7.2.3. Ïóñòü äàí ðÿä ñ ïîëîæèòåëüíûìè ÷ëåíàìè∑
n→∞

un = u1 + u2 + . . .

è ñóùåñòâóåò lim
n→∞

n
√
un = l, òîãäà:

1) åñëè l < 1, òî ðÿä ñõîäèòñÿ;
2) åñëè l > 1, òî ðÿä ðàñõîäèòñÿ;
3) åñëè l = 1, òî ðÿä íàäî èññëåäîâàòü ñ ïîìîùüþ äðóãèõ ïðèçíàêîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ïóñòü l < 1. Âîçüìåì ÷èñëî l < q < 1. Íà÷èíàÿ ñ
íåêîòîðîãî íîìåðà N âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî n

√
un < q èëè un < qn äëÿ

âñåõ n > N . Ðàññìîòðèì äâà ðÿäà:

u1 + u2 + . . .+ uN + uN+1 + uN+2 + . . . ; (7.12)

qN + qN+1 + qN+2 + . . . . (7.13)

Ïîñêîëüêó q < 1, òî ðÿä (7.13) ñõîäèòñÿ êàê ãåîìåòðè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ.
Ïîñêîëüêó, íà÷èíàÿ ñ íîìåðà N , ÷ëåíû ðÿäà (7.12) ìåíüøå ÷ëåíîâ ðÿ-
äà (7.13), òî ïî ïðèçíàêó ñðàâíåíèÿ èñõîäíûé ðÿä ñõîäèòñÿ.

2. Ïóñòü l > 1. Òîãäà íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà N âûïîëíÿåòñÿ
n
√
un > 1 èëè un > 1 ïðè n > N . Ïîýòîìó îáùèé ÷ëåí ðÿäà íå ìîæåò

ñòðåìèòüñÿ ê íóëþ, à çíà÷èò, ïî íåîáõîäèìîìó ïðèçíàêó ðÿä ðàñõîäèòñÿ.
Ïðèìåð 7.2.8. Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü ðÿä

∞∑
n=1

(
n

2n+ 1

)n
.

Ïîñêîëüêó un =

(
n

2n+ 1

)n
, òî

lim
n→∞

n
√
un = lim

n→∞
n

√(
n

2n+ 1

)n
= lim
n→∞

n

2n+ 1
=

1

2
< 1.

Ïîýòîìó ýòîò ðÿä ñõîäèòñÿ.
Ïðèìåð 7.2.9. Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü ðÿä

∞∑
n=1

(
3n

n+ 1

)2n

.
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Ïîñêîëüêó un =

(
3n

n+ 1

)2n

, òî

lim
n→∞

n
√
un = lim

n→∞
n

√(
3n

n+ 1

)2n

= lim
n→∞

(
3n

n+ 1

)2

= 9 > 1.

Ïîýòîìó èñõîäíûé ðÿä ðàñõîäèòñÿ.
Ïðèìåð 7.2.10. Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü ðÿä

∞∑
n=1

1

np

ïðè p > 0. Èìååì

lim
n→∞

n
√
un = lim

n→∞
n

√
1

np
= lim
n→∞

(
n

√
1

n

)p
= 1p = 1.

Ïîýòîìó ýòîò ðÿä íàäî èññëåäîâàòü ñ ïîìîùüþ äðóãèõ ïðèçíàêîâ.

7.2.3. Èíòåãðàëüíûé ïðèçíàê ñõîäèìîñòè ÷èñëîâîãî ðÿäà

Òåîðåìà 7.2.4. Ïóñòü ÷ëåíû ðÿäà

∞∑
n=1

= u1 + u2 + . . .+ un + . . . (7.14)

ïîëîæèòåëüíû è íå âîçðàñòàþò, ò.å.

u1 > u2 > u3 > . . . > 0,

è ïóñòü f(x) > 0 íåïðåðûâíî óáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ òàêàÿ, ÷òî

f(1) = u1, f(2) = u2, . . . , f(n) = un, . . . .

Òîãäà:

1) åñëè íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë
+∞∫
1

f(x) dx ñõîäèòñÿ, òî ðÿä (7.14)

òàêæå ñõîäèòñÿ;

2) åñëè íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë
+∞∫
1

f(x) dx ðàñõîäèòñÿ, òî ðÿä (7.14)

òàêæå ðàñõîäèòñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó ÷àñòè÷íûå ñóììû ðÿäà ÿâëÿþòñÿ èíòå-
ãðàëüíûìè ñóììàìè äëÿ íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà, òî îíè âåäóò ñåáÿ îäè-
íàêîâî.

250



Ïðèìåð 7.2.11. Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü ðÿä

∞∑
n=1

1

n lnn
.

Íàéäåì íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë îò ôóíêöèè f(x) =
1

x lnx
:

+∞∫
e

dx

x lnx
= lim
b→+∞

b∫
e

d lnx

lnx
= lim
b→+∞

ln lnx
∣∣∣b
e
= lim
b→+∞

ln ln b = +∞.

Ïîýòîìó èñõîäíûé ðÿä ðàñõîäèòñÿ.
Ïðèìåð 7.2.12. Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü ðÿä

∞∑
n=1

1

np

ïðè p > 0. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f(x) =
1

xp
. Èññëåäóåì íåñîáñòâåííûé

èíòåãðàë:

+∞∫
1

dx

xp
= lim
b→+∞

b∫
1

dx

xp
= lim
b→+∞


1

1− p
b1−p +

1

p− 1
, p ̸= 1

ln b, p = 1
=

=


1

p− 1
, p > 1

+∞, p 6 1.

Ïîýòîìó èñõîäíûé ðÿä ñõîäèòñÿ ïðè p > 1 è ðàñõîäèòñÿ ïðè p 6 1.

7.3. Çíàêîïåðåìåííûå ÷èñëîâûå ðÿäû

Îïðåäåëåíèå 7.3.1. ×èñëîâîé ðÿä íàçûâàåòñÿ çíàêîïåðåìåííûì, åñ-
ëè ñðåäè åãî ÷ëåíîâ èìåþòñÿ êàê ïîëîæèòåëüíûå, òàê è îòðèöàòåëüíûå
÷ëåíû.

Òåîðåìà 7.3.1. Åñëè çíàêîïåðåìåííûé ðÿä

u1 + u2 + . . .+ un + . . . (7.15)

òàêîé, ÷òî ðÿä, ñîñòàâëåííûé èç àáñîëþòíûõ âåëè÷èí åãî ÷ëåíîâ

|u1|+ |u2|+ . . .+ |un|+ . . . , (7.16)

ñõîäèòñÿ, òî äàííûé çíàêîïåðåìåííûé ðÿä òàêæå ñõîäèòñÿ.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Sn è σn � ñóììà ïåðâûõ n ÷ëåíîâ ðÿäîâ (7.15)
è (7.16) ñîîòâåòñòâåííî. Î÷åâèäíî, ÷òî Sn 6 σn. Ïî óñëîâèþ ñóùåñòâóåò
lim
n→∞

σn = σ, ïðè÷åì σn < σ.

Îáîçíà÷èì S′
n � ñóììó ïîëîæèòåëüíûõ ÷ëåíîâ èç n ïåðâûõ ÷ëåíîâ

ðÿäà (7.15), à S′′
n � ñóììó àáñîëþòíûõ âåëè÷èí îòðèöàòåëüíûõ ÷ëåíîâ èç

n ïåðâûõ ÷ëåíîâ òîãî æå ðÿäà. Òîãäà Sn = S′
n − S′′

n. Ïîñêîëüêó S′
n 6

Sn 6 σn < σ è S′′
n 6 Sn 6 σn < σ, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {S′

n} è {S′′
n}

ìîíîòîííî âîçðàñòàþò è îãðàíè÷åíû ñâåðõó, ïîýòîìó îíè èìåþò ïðåäåë,
ò.å. ñóùåñòâóþò lim

n→∞
S′
n = S′ è lim

n→∞
S′′
n = S′′. Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{Sn} òàêæå èìååò ïðåäåë, è îí ðàâåí lim
n→∞

Sn = lim
n→∞

(S′
n−S′′

n) = S′−S′′ = S.

Ïîýòîìó èñõîäíûé çíàêîïåðåìåííûé ðÿä ñõîäèòñÿ.

Çàìå÷àíèå 7.3.1. Èç ñõîäèìîñòè ðÿäà (7.15) íå ñëåäóåò ñõîäèìîñòü
ðÿäà (7.16).

Îïðåäåëåíèå 7.3.2. Çíàêîïåðåìåííûé ðÿä íàçûâàåòñÿ àáñîëþòíî
ñõîäÿùèìñÿ, åñëè ñõîäèòñÿ ðÿä, ñîñòàâëåííûé èç àáñîëþòíûõ âåëè-
÷èí åãî ÷ëåíîâ. Åñëè ðÿä (7.15) ñõîäèòñÿ, à ðÿä (7.16) ðàñõîäèòñÿ, òî
ðÿä (7.15) íàçûâàåòñÿ óñëîâíî ñõîäÿùèìñÿ.

Ïðèìåð 7.3.1. Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü ðÿä
∞∑
n=1

sinn

n2
.

Ðàññìîòðèì ðÿä
∞∑
n=1

| sinn|
n2

. Ïîñêîëüêó
| sinn|
n2

6 1

n2
è ðÿä

∞∑
n=1

1

n2
ñõîäèòñÿ

êàê ðÿä Äèðèõëå ñ ïîêàçàòåëåì p = 2 > 1, òî, ïî ïðèçíàêó ñðàâíåíèÿ,
ðÿä èç àáñîëþòíûõ âåëè÷èí ñõîäèòñÿ, à çíà÷èò, èñõîäíûé ðÿä ñõîäèòñÿ
àáñîëþòíî.

Çàìå÷àíèå 7.3.2. Åñëè ðÿä (7.15) ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî, òî åãî ÷ëåíû
ìîæíî êàê óãîäíî ïåðåñòàâëÿòü, îí îñòàíåòñÿ àáñîëþòíî ñõîäÿùèìñÿ.
Åñëè ðÿä (7.15) ñõîäèòñÿ òîëüêî óñëîâíî, òî åãî ÷ëåíû ìîæíî òàê ïåðå-
ñòàâèòü, ÷òî îí ñòàíåò ðàñõîäèòüñÿ.

Ñëåäñòâèå 7.3.1. Àáñîëþòíàÿ ñõîäèìîñòü ðÿäîâ èññëåäóåòñÿ ïî ïðè-
çíàêàì äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ ðÿäîâ.

7.3.1. Çíàêî÷åðåäóþùèåñÿ ðÿäû. Ïðèçíàê Ëåéáíèöà

Îïðåäåëåíèå 7.3.3. Ðÿä âèäà

u1 − u2 + u3 − u4 + . . . ,
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ãäå âñå un > 0, íàçûâàåòñÿ çíàêî÷åðåäóþùèìñÿ ðÿäîì.

Òåîðåìà 7.3.2 (Ïðèçíàê Ëåéáíèöà). Åñëè â çíàêî÷åðåäóþùåìñÿ ðÿäå

u1 − u2 + u3 − u4 + . . . (7.17)

÷ëåíû ðÿäà òàêîâû, ÷òî un > 0 è
1) u1 > u2 > u3 > . . . ìîíîòîííî óáûâàþò,
2) lim

n→∞
un = 0,

òî ðÿä (7.17) ñõîäèòñÿ è åãî ñóììà ïîëîæèòåëüíà è íå ïðåâîñõîäèò
u1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì n = 2k. Òîãäà S2k = u1 − u2 + . . . − u2k.
Ñãðóïïèðóåì ÷ëåíû ýòîé ñóììû:

S2k = (u1 − u2) + (u3 − u4) + . . .+ (u2k−1 − u2k).

Â ñèëó óñëîâèé òåîðåìû, âûðàæåíèÿ â êàæäîé ñêîáêå áîëüøå íóëÿ. Ñëå-
äîâàòåëüíî, S2k > 0 è {S2k} � âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Ñãðóï-
ïèðóåì ÷ëåíû ýòîé æå ñóììû ïî-äðóãîìó

S2k = u1 − (u2 − u3)− (u4 − u5)− . . .− (u2k−2 − u2k−1)− u2k.

Â ñèëó òåõ æå óñëîâèé êàæäàÿ ñêîáêà â ýòîì ðàâåíñòâå ïîëîæèòåëüíà,
ïîýòîìó S2k < u1.

Ìû ïîëó÷èëè, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {S2k} ìîíîòîííî âîçðàñòàåò è
îãðàíè÷åíà ñâåðõó, ò.å. ñóùåñòâóåò lim

k→∞
S2k = S, ïðè÷åì 0 < S < u1.

Âîçüìåì n = 2k + 1, òîãäà S2k+1 = S2k + u2k+1. Ïîñêîëüêó ïî óñëîâèþ
òåîðåìû lim

k→∞
u2k+1 = 0, òî

lim
k→∞

S2k+1 = lim
k→∞

(S2k + u2k+1) = lim
k→∞

S2k + lim
k→∞

u2k+1 = S + 0 = S.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè, ÷òî çíàêî÷åðåäóþùèéñÿ ðÿä (7.17) ñõîäèòñÿ
è 0 < S < u1.

Çàìå÷àíèå 7.3.3. Ïðèçíàê Ëåéáíèöà âûÿñíÿåò òîëüêî óñëîâíóþ ñõî-
äèìîñòü.

Ïðèìåð 7.3.2. Èññëåäîâàòü íà óñëîâíóþ è àáñîëþòíóþ ñõîäèìîñòü ðÿä

∞∑
n=1

(−1)n
1

n!
.
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Ðàññìîòðèì ðÿä, ñîñòàâëåííûé èç àáñîëþòíûõ âåëè÷èí ÷ëåíîâ èñõîäíîãî

ðÿäà
∞∑
n=1

1

n!
. Îí ñõîäèòñÿ ïî ïðèçíàêó Äàëàìáåðà

lim
n→∞

n!

(n+ 1)!
= lim
n→∞

1

n+ 1
= 0 < 1.

Ïîýòîìó èñõîäíûé ðÿä ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî.
Ïðèìåð 7.3.3. Èññëåäîâàòü íà óñëîâíóþ è àáñîëþòíóþ ñõîäèìîñòü ðÿä

∞∑
n=1

(−1)n
1

n
.

Ïîñêîëüêó ðÿä, ñîñòàâëåííûé èç àáñîëþòíûõ âåëè÷èí
∞∑
n=1

1

n
, ÿâëÿåòñÿ ãàð-

ìîíè÷åñêèì ðÿäîì, òî îí ðàñõîäèòñÿ. Çíà÷èò, èñõîäíûé ðÿä àáñîëþòíî ðàñ-
õîäèòñÿ. Èññëåäóåì åãî íà óñëîâíóþ ñõîäèìîñòü.

Ïîñêîëüêó

1) 1 >
1

2
>

1

3
> . . .,

2) lim
n→∞

1

n
= 0,

òî èñõîäíûé ðÿä ñõîäèòñÿ óñëîâíî ïî ïðèçíàêó Ëåéáíèöà.

7.4. Ôóíêöèîíàëüíûå ðÿäû

Îïðåäåëåíèå 7.4.1. Ðÿä

∞∑
n=1

un(x) = u1(x) + u2(x) + . . .+ un(x) + . . . , (7.18)

÷ëåíàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûå íà íåêîòîðîì ìíîæåñòâå D
ôóíêöèè, íàçûâàåòñÿ ôóíêöèîíàëüíûì ðÿäîì.

Åñëè áðàòü êîíêðåòíîå çíà÷åíèå x ∈ D, òî áóäåò ïîëó÷àòüñÿ ÷èñëîâîé
ðÿä. Îí ìîæåò ñõîäèòüñÿ èëè ðàñõîäèòüñÿ â ýòîé òî÷êå. Åñëè ðÿä (7.18)
ñõîäèòñÿ, òî òî÷êà x íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ñõîäèìîñòè ðÿäà.

Îïðåäåëåíèå 7.4.2. Ñîâîêóïíîñòü òåõ x ∈ D, ïðè êîòîðûõ ôóíêöè-
îíàëüíûé ðÿä ñõîäèòñÿ, íàçûâàåòñÿ îáëàñòüþ ñõîäèìîñòè ýòîãî ðÿäà.

Ðÿä (7.18) íàçûâàåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ â îáëàñòè D. Ñóììà S(x) ýòîãî ðÿäà
ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé îò x.
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Ïðèìåð 7.4.1. Ðàññìîòðèì ðÿä

∞∑
n=0

xn = 1 + x+ x2 + . . .+ xn + . . . .

Ýòîò ðÿä, êàê ãåîìåòðè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ, ñõîäèòñÿ ïðè |x| < 1, è åãî ñóììà

S(x) =
1

1− x
.

Îáîçíà÷èì Sn(x) � n-÷àñòè÷íûå ñóììû ôóíêöèîíàëüíîãî ðÿäà (7.18).
Åñëè ðÿä ñõîäèòñÿ, òî åãî ñóììà ðàâíà S(x), òîãäà S(x) = Sn(x) + Rn(x),
ãäå

Rn(x) = un+1(x) + un+2(x) + . . .

îñòàòîê ðÿäà.
Îñòàòîê ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà äëÿ ëþáîãî x ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, ò.å.

lim
n→∞

Rn(x) = lim
n→∞

(S(x)− Sn(x)) = 0.

Îïðåäåëåíèå 7.4.3. Åñëè â îáëàñòè D ñõîäèòñÿ ðÿä
∞∑
n=1

|un(x)|, òî

ðÿä (7.18) íàçûâàåòñÿ àáñîëþòíî ñõîäÿùèìñÿ â D.

Îïðåäåëåíèå 7.4.4. Ñõîäÿùèéñÿ â îáëàñòè D ðÿä (7.18) íàçûâàåòñÿ
ðàâíîìåðíî ñõîäÿùèìñÿ â ýòîé îáëàñòè, åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâó-
åò íîìåð N(ε), òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáîãî íîìåðà n > N è äëÿ ëþáîãî x èç
îáëàñòè D âûïîëíÿåòñÿ |Rn(x)| < ε, ò.å.

∀ε > 0 ∃N(ε) : ∀n > N ∀x ∈ D =⇒ |Rn(x)| < ε.

Åñòü ïðèìåðû ñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ, íî íå ðàâíîìåðíî. Ðàâíîìåðíàÿ ñõî-
äèìîñòü îçíà÷àåò, ÷òî â ε-îêðåñòíîñòü ãðàôèêà ôóíêöèè y = S(x) äîëæíû
ïîïàñòü ãðàôèêè âñåõ ôóíêöèé Sn(x) ïðè n > N .

Òåîðåìà 7.4.1 (Ïðèçíàê Âåéåðøòðàññà). Ïóñòü ðÿä (7.18) ñõîäèòñÿ â
îáëàñòè D è ïóñòü ñóùåñòâóåò ñõîäÿùèéñÿ ÷èñëîâîé ðÿä ñ ïîëîæèòåëü-

íûìè ÷ëåíàìè
∞∑
n=1

an, òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ D è ëþáîãî n = 1, 2, 3, . . .

âûïîëíÿåòñÿ

|un(x)| 6 an.

Òîãäà ðÿä (7.18) ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî â D. Ðÿä
∞∑
n=1

an íàçû-

âàåòñÿ ìàæîðèðóþùèì äëÿ ðÿäà (7.18), à ðÿä (7.18) � ìàæîðèðóåìûì.

255



Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì

σ = a1 + a2 + . . .

ñóììó ðÿäà
∞∑
n=1

an. Òîãäà σ = σn+ εn, ãäå σn � n-÷àñòè÷íàÿ ñóììà, à εn �

îñòàòîê ðÿäà. Ïîñêîëüêó ýòîò ðÿä ñõîäèòñÿ, òî lim
n→∞

εn = 0. Ïóñòü

S(x) = Sn(x) + Rn(x) � ñóììà ðÿäà (7.18). Ïî óñëîâèþ |un+1(x)| 6 an+1,
|un+2(x)| 6 an+2 è ò.ä., ïîýòîìó

|Rn(x)| = |un+1(x) + un+2(x) + . . . | 6 |un+1(x)|+ |un+2(x)|+ . . . 6
6 an+1 + an+2 + . . . = εn.

Òîãäà

lim
n→∞

|Rn(x)| 6 lim
n→∞

εn = 0

ñðàçó äëÿ âñåõ x ∈ D. Ïîýòîìó èñõîäíûé ðÿä (7.18) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî
è àáñîëþòíî â îáëàñòè D.

Ïðèìåð 7.4.2. Èññëåäîâàòü íà ðàâíîìåðíóþ è àáñîëþòíóþ ñõîäèìîñòü
ðÿä

∞∑
n=1

xn

n2
.

Ïîñêîëüêó ïðè |x| 6 1 âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà∣∣∣∣xnn2
∣∣∣∣ 6 1

n2

è ðÿä
∞∑
n=1

1

n2
ñõîäèòñÿ, òî èñõîäíûé ðÿä ïðè |x| 6 1 ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî è

ðàâíîìåðíî.

7.4.1. Ñâîéñòâà ðàâíîìåðíî ñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ íà îòðåçêå

Òåîðåìà 7.4.2. Ñóììà S(x) ðàâíîìåðíî ñõîäÿùåãîñÿ íà îòðåçêå [a, b]
ðÿäà ôóíêöèé (7.18), íåïðåðûâíûõ íà ýòîì îòðåçêå, åñòü íåïðåðûâíàÿ
ôóíêöèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü S(x) = Sn(x) + Rn(x). Äàäèì ïåðåìåííîìó x
ïðèðàùåíèå ∆x òàê, ÷òîáû òî÷êà x + ∆x ∈ [a, b]. Ðàññìîòðèì ∆S(x) =
S(x+∆x)− S(x). Òîãäà

∆S(x) = ∆Sn(x) + ∆Rn(x) = ∆Sn(x) +Rn(x+∆x)−Rn(x).

Èìååì

|∆S(x)| = |∆Sn(x)|+ |Rn(x+∆x)|+ |Rn(x)| 6
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6 |∆Sn(x)|+ |Rn(x+∆x)|+ |Rn(x)|. (7.19)

Òàê êàê ðÿä (7.18)
∞∑
n=1

un(x) ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ, òî

∀ ε > 0 ∃ N : ∀ n > N ∀x ∈ [a, b] =⇒

|Rn(x)| 6
ε

3
, |Rn(x+∆x)| 6 ε

3
. (7.20)

Äëÿ äàííîãî n > N ñóììà ∆Sn(x) åñòü ñóììà êîíå÷íîãî ÷èñëà íåïðå-
ðûâíûõ ôóíêöèé, à çíà÷èò, îíà íåïðåðûâíà, ò.å.

∀ ε > 0 ∃ δ > 0 : ∀ |∆x| < δ =⇒ |∆Sn(x)| <
ε

3
. (7.21)

Èç íåðàâåíñòâ (7.19), (7.20) è (7.21) ñëåäóåò, ÷òî

|∆S| 6 ε

3
+
ε

3
+
ε

3
= ε.

Òàêèì îáðàçîì, S(x) � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ è S(x) =
∞∑
n=1

un(x).

Òåîðåìà 7.4.3. Ðàâíîìåðíî ñõîäÿùèéñÿ íà îòðåçêå [a, b] ðÿä íåïðå-
ðûâíûõ ôóíêöèé

S(x) = u1(x) + u2(x) + . . .

ìîæíî ïî÷ëåííî èíòåãðèðîâàòü íà ýòîì îòðåçêå, ò.å. åñëè x0, x ∈ [a, b],
òî

x∫
x0

S(t) dt =

x∫
x0

u1(t) dt+

x∫
x0

u2(t) dt+ . . . . (7.22)

Ïîëó÷åííûé ïðè ýòîì ðÿä (7.22) ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íà îòðåçêå [a, b] è

x∫
x0

( ∞∑
n=1

un(t)

)
dt =

∞∑
n=1

x∫
x0

un(t) dt.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü S(x) = Sn(x) +Rn(x). Òîãäà

x∫
x0

S(t) dt =

x∫
x0

Sn(t) dt+

x∫
x0

Rn(t) dt.
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Ïîêàæåì,÷òî lim
n→∞

∣∣∣ x∫
x0

Rn(t) dt
∣∣∣ = 0. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå ε > 0. Ïî-

ñêîëüêó èñõîäíûé ðÿä (7.18) ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ, òî äëÿ

ε1 =
ε

b− a
∃ N : ∀ n > N ∀ x ∈ [a, b] =⇒ |Rn(x)| < ε1.

Ïîýòîìó
∣∣∣ x∫
x0

Rn(t) dt
∣∣∣ 6 x∫

x0

|Rn(t)| dt 6 ε1|x − x0| 6 ε1(b − a) = ε. Ìû ïîëó-

÷èëè,÷òî

∀ ε > 0 ∃ N : ∀ n > N ∀x ∈ [a, b] =⇒
∣∣∣ x∫
x0

Rn(t) dt
∣∣∣ < ε.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî lim
n→∞

x∫
x0

Rn(t) dt = 0. Òîãäà lim
n→∞

( x∫
x0

S(t) dt −
x∫
x0

Sn(t) dt
)
= 0 èëè

x∫
x0

S(t) dt = lim
n→∞

x∫
x0

Sn(t) dt = lim
n→∞

n∑
k=1

x∫
x0

uk(t) dt.

Ïîýòîìó ÷àñòè÷íûå ñóììû ðÿäà (7.22) ñõîäÿòñÿ, è ýòîò ðÿä ñõîäèòñÿ è
ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî.

Òåîðåìà 7.4.4. Ïóñòü çàäàí ñõîäÿùèéñÿ ðÿä (7.18)

S(x) = u1(x) + u2(x) + . . .

ôóíêöèé, íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ íà îòðåçêå [a, b] è ïóñòü ðÿä

u′1(x) + u′2(x) + . . . (7.23)

ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íà îòðåçêå [a, b], òîãäà S′(x) åñòü ñóììà ýòîãî ðÿäà,
ò.å.

S′(x) = u′1(x) + u′2(x) + . . .

èëè ( ∞∑
n=1

un(x)
)′

=

∞∑
n=1

u′n(x).

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì

F (x) = u′1(x) + u′2(x) + . . . .
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Ïî óñëîâèþ ðÿä (7.23) ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íà îòðåçêå [a, b], ïîýòîìó, ïî
ïðåäûäóùåé òåîðåìå, ðÿä

x∫
x0

F (t) dt =

x∫
x0

u′1(t) dt+

x∫
x0

u′2(t) dt+ . . .

ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ. Òîãäà

x∫
x0

F (t) dt = u1(x)− u1(x0) + u2(x)− u2(x0) + . . . =
∞∑
n=1

un(x)−
∞∑
n=1

un(x0).

Ïîñêîëüêó ðÿä (7.18) ïî óñëîâèþ ñõîäèòñÿ íà îòðåçêå [a, b], òî
∞∑
n=1

un(x0) =

A � ÷èñëî, ïîýòîìó ðÿä (7.18) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî. Òàê êàê S(x) =
∞∑
n=1

un(x), òî
x∫
x0

F (t) dt = S(x) + A. Ïðîäèôôåðåíöèðóåì ýòî ðàâåíñòâî ïî

x, ïîëó÷èì

F (x) = S′(x) = u′1(x) + u′2(x) + . . . .

È òåîðåìà äîêàçàíà.

7.5. Ñòåïåííûå ðÿäû

Îïðåäåëåíèå 7.5.1. Ñòåïåííûì ðÿäîì íàçûâàåòñÿ ôóíêöèîíàëüíûé
ðÿä âèäà

a0 + a1x+ a2x
2 + . . .+ anx

n + . . . =
∞∑
n=0

anx
n, (7.24)

ãäå a0, a1, a2,. . .� ÷èñëà.

Îáëàñòüþ ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà âñåãäà ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðûé èí-
òåðâàë.

Òåîðåìà 7.5.1 (Àáåëü). 1. Åñëè ñòåïåííîé ðÿä ñõîäèòñÿ ïðè íåêîòî-
ðîì çíà÷åíèè x0 ̸= 0, òî îí àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ ïðè âñÿêîì çíà÷åíèè x,
äëÿ êîòîðîãî |x| < |x0|.

2. Åñëè ñòåïåííîé ðÿä ðàñõîäèòñÿ ïðè íåêîòîðîì çíà÷åíèè x1, òî îí
ðàñõîäèòñÿ ïðè âñÿêîì çíà÷åíèè x, äëÿ êîòîðîãî |x| > |x1|.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó ðÿä

a0 + a1x0 + a2x
2
0 + . . .+ anx

n
0 + . . .
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ñõîäèòñÿ, òî ñóùåñòâóåò lim
n→∞

anx
n
0 = 0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò êîí-

ñòàíòà M , òàêàÿ, ÷òî |anxn0 | < M äëÿ ëþáîãî n. Ïåðåïèøåì ðÿä (7.24) â
âèäå

a0 + a1x0

( x
x0

)
+ a2x

2
0

( x
x0

)2
+ . . .+ anx

n
0

( x
x0

)n
. . . .

Ðàññìîòðèì ðÿä èç àáñîëþòíûõ âåëè÷èí

|a0|+ |a1x0|
∣∣∣ x
x0

∣∣∣+ |a2x20|
∣∣∣ x
x0

∣∣∣2 + . . . . (7.25)

×ëåíû ðÿäà (7.25) ìåíüøå ÷ëåíîâ ðÿäà

M +M
∣∣∣ x
x0

∣∣∣+M
∣∣∣ x
x0

∣∣∣2 + . . . . (7.26)

Ïðè |x| < |x0| ðÿä (7.26) � ãåîìåòðè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ ñî çíàìåíàòåëåì

q =
∣∣∣ x
x0

∣∣∣ < 1, ïîýòîìó îí ñõîäèòñÿ. Òàê êàê ÷ëåíû ðÿäà (7.25) ìåíüøå

÷ëåíîâ ðÿäà (7.26), òî ýòîò ðÿä òîæå ñõîäèòñÿ, à çíà÷èò, èñõîäíûé ðÿä (7.24)
ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî ïðè |x| < |x0|.

2. Ïóñòü â òî÷êå x1 ðÿä (7.24) ðàñõîäèòñÿ, òîãäà îí áóäåò ðàñõîäèòüñÿ
è â òî÷êå x, äëÿ êîòîðîé |x| > |x1|. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè áû ðÿä ñõîäèëñÿ â
íåêîòîðîé òî÷êå x2, óäîâëåòâîðÿþùåé ýòîìó óñëîâèþ, òî îí ñõîäèëñÿ áû è
ïðè âñåõ x, äëÿ êîòîðûõ |x| < |x2|, à çíà÷èò, è ïðè x1, ïîñêîëüêó |x1| < |x2|.
Ýòî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ òåîðåìû.

Ñëåäñòâèå 7.5.1. Èç òåîðåìû Àáåëÿ ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò òà-
êîå ÷èñëî R, ÷òî ïðè |x| < R ðÿä (7.24) ñõîäèòñÿ, à ïðè |x| > R ðàñõî-
äèòñÿ.

Îïðåäåëåíèå 7.5.2. Èíòåðâàëîì ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà (7.24)
íàçûâàåòñÿ èíòåðâàë −R < x < R, ÷òî äëÿ âñÿêîé òî÷êè, ëåæàùåé
âíóòðè èíòåðâàëà ðÿä àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ, à âíå èíòåðâàëà � ðàñõî-
äèòñÿ.

Èç òåîðåìû Àáåëÿ ñëåäóåò òåîðåìà

Òåîðåìà 7.5.2. Îáëàñòüþ ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà ÿâëÿåòñÿ èí-
òåðâàë ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò. Íà êîíöàõ èíòåðâàëà ðÿä ìîæåò
êàê ñõîäèòüñÿ, òàê è ðàñõîäèòüñÿ.

Îïðåäåëåíèå 7.5.3. ×èñëî R íàçûâàåòñÿ ðàäèóñîì ñõîäèìîñòè ñòå-
ïåííîãî ðÿäà.
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Äëÿ íàõîæäåíèÿ ðàäèóñà ñõîäèìîñòè ñòåïåííîãî ðÿäà èñïîëüçóþò ïðè-
çíàêè Äàëàìáåðà è Êîøè. Äåéñòâèòåëüíî, ïî ïðèçíàêó Äàëàìáåðà èìååì

lim
n→∞

∣∣∣un+1

un

∣∣∣ = lim
n→∞

∣∣∣an+1x
n+1

anxn

∣∣∣ = lim
n→∞

∣∣∣an+1

an

∣∣∣|x| = L|x|,

ãäå L = lim
n→∞

∣∣∣an+1

an

∣∣∣. Åñëè L|x| < 1, òî ðÿä ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî, åñëè L|x| >

1, òî ðÿä ðàñõîäèòñÿ. Åñëè |x| < 1

L
= R, òî èñõîäíûé ðÿä ïðè ýòèõ x áóäåò

ñõîäèòüñÿ àáñîëþòíî. Ïîýòîìó ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ìîæíî îïðåäåëÿòü ïî
ôîðìóëå

R = lim
n→∞

∣∣∣ an
an+1

∣∣∣.
Àíàëîãè÷íî, èñïîëüçóÿ ïðèçíàê Êîøè, ìîæíî ðàäèóñ ñõîäèìîñòè èñêàòü
ïî ôîðìóëå

R = lim
n→∞

1
n
√
|an|

.

Ïðèìåð 7.5.1. Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü ðÿä

∞∑
n=1

(−1)n−1 2
nxn

n
.

Íàéäåì ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ýòîãî ðÿäà. Ïîñêîëüêó |an| =
2n

n
, à |an+1| =

2n+1

n+ 1
, òî

R = lim
n→∞

2n(n+ 1)

n2n+1
= lim
n→∞

n+ 1

2n
=

1

2
.

Ïîýòîìó ðÿä ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî ïðè |x| < 1

2
. Èññëåäóåì ðÿä íà êîíöàõ

èíòåðâàëà ñõîäèìîñòè. Ïóñòü x = −1

2
, òîãäà ïîëó÷èì ÷èñëîâîé ðÿä

∞∑
n=1

(−1)n−1 2
n(−1)n

n2n
= −

∞∑
n=1

1

n
.

Ïîñêîëüêó ýòî ãàðìîíè÷åñêèé ðÿä, òî îí ðàñõîäèòñÿ. Ïóñòü x =
1

2
, òîãäà

∞∑
n=1

(−1)n−1 2n

n2n
=

∞∑
n=1

(−1)n−1 1

n
.
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Ýòî çíàêî÷åðåäóþùèéñÿ ðÿä, èññëåäóåì åãî ïî ïðèçíàêó Ëåéáíèöà, ïî-

ñêîëüêó àáñîëþòíî îí ðàñõîäèòñÿ. Òàê êàê un =
1

n
, òî

1. un − un+1 =
1

n
− 1

n+ 1
=
n+ 1− n

n(n+ 1)
=

1

n(n+ 1)
> 0, ïîýòîìó ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü {un} ìîíîòîííî óáûâàåò;
2. lim

n→∞
un = lim

n→∞

1

n
= 0.

Ïî ïðèçíàêó Ëåéáíèöà ýòîò ðÿä óñëîâíî ñõîäèòñÿ. Ïîýòîìó èñõîäíûé

ðÿä àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ ïðè |x| < 1

2
, ðàñõîäèòñÿ ïðè x = −1

2
è ñõîäèòñÿ

óñëîâíî ïðè x =
1

2
.

Ïðèìåð 7.5.2. Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü ðÿä
∞∑
n=1

3n

n!
xn.

Íàéäåì ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ðÿäà

R = lim
n→∞

3n(n+ 1)!

n!3n+1
= lim
n→∞

n+ 1

3
= ∞.

Ïîýòîìó èñõîäíûé ðÿä ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî äëÿ âñåõ −∞ < x < +∞.
Ñëåäñòâèåì òåîðåìû Âåéðøòðàññà ÿâëÿåòñÿ òîò ôàêò, ÷òî ñòåïåííîé

ðÿä ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà ëþáîì îòðåçêå èç èíòåðâàëà ñõîäèìîñòè ýòîãî
ðÿäà. Ïîýòîìó ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 7.5.3. Ðàññìîòðèì ñòåïåííîé ðÿä (7.24)
∞∑
n=0

anx
n.

Ïóñòü îí ñõîäèòñÿ íà èíòåðâàëå (−R,R), òîãäà:
1. Ñóììà ýòîãî ðÿäà S(x) =

∞∑
n=0

anx
n íåïðåðûâíà íà èíòåðâàëå

(−R,R).
2. Ñòåïåííîé ðÿä (7.24) ìîæíî ïî÷ëåííî äèôôåðåíöèðîâàòü íà èí-

òåðâàëå (−R,R), ò.å.
à) S(x) äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ;
á) ðÿä èç ïðîèçâîäíûõ

a1 + 2a2x+ 3a3x
2 + . . .

ñõîäèòñÿ íà èíòåðâàëå (−R,R);
â) S′(x) = a1 + 2a2x+ 3a3x

2 + . . . .
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2. Ñòåïåííîé ðÿä (7.24) ìîæíî ïî÷ëåííî èíòåãðèðîâàòü íà ëþáîì
îòðåçêå [a, b] ⊂ (−R,R) è

b∫
a

S(x) dx =

b∫
a

a0 dx+

b∫
a

a1x dx+

b∫
a

a2x
2 dx+. . . = a0x

∣∣∣b
a
+a1

x2

2

∣∣∣b
a
+a2

x3

3

∣∣∣b
q
+ . . . .

Ðàññìîòðèì áîëåå îáùèé ñòåïåííîé ðÿä ïî ñòåïåíÿì (x− a):

∞∑
n=0

an(x− a)n = a0 + a1(x− a) + a2(x− a)2 + a3(x− a)3 + . . . . (7.27)

Îáîçíà÷èì x− a = X, òîãäà ïîëó÷èì ðÿä

a0 + a1X + a2X
2 + a3X

3 + . . . .

Îí áóäåò ñõîäèòüñÿ ïðè |X| < R èëè −R < X < R. Ïîäñòàâèì â ïîñëåäíåå
íåðàâåíñòâî X = x − a, ïîëó÷èì −R < x − a < R èëè a − R < x < a + R.
Ïîýòîìó ðÿä (7.27) ñõîäèòñÿ íà èíòåðâàëå ðàäèóñà R ñ öåíòðîì â òî÷êå a.

Ïðèìåð 7.5.3. Íàéòè èíòåðâàë ñõîäèìîñòè ðÿäà

∞∑
n=1

(x− 2)n

3n
.

Íàéäåì R:

R = lim
n→∞

3n+1

3n
= 3.

Ïîýòîìó ðÿä áóäåò ñõîäèòüñÿ ïðè −3 < x− 2 < 3 èëè −1 < x < 5.

7.6. Ðÿä Òåéëîðà

Íàïèøåì ñòåïåííîé ðÿä äëÿ ôóíêöèè, èìåþùåé ïðîèçâîäíûå ëþáîãî

ïîðÿäêà, ò.å. f(x) =
∞∑
n=0

an(x− a)n.

Äëÿ ýòîãî ñíà÷àëà íàéäåì ìíîãî÷ëåí Pn(x), òàêîé, ÷òî

f(a) = Pn(a), f
′(a) = P ′

n(a), . . . , f
(n)(a) = P (n)

n (a). (7.28)

Áóäåì èñêàòü ìíîãî÷ëåí ñ íåîïðåäåëåííûìè êîýôôèöèåíòàìè:

Pn(x) = c0 + c1(x− a) + c2(x− a)2 + c3(x− a)3 + . . .+ cn(x− a)n. (7.29)
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Íåîïðåäåëåííûå êîýôôèöèåíòû íàéäåì èç óñëîâèÿ (7.28). Äëÿ ýòîãî âû-
÷èñëèì ïðîèçâîäíûå ìíîãî÷ëåíà Pn(x):

P ′
n(x) = c1 + 2c2(x− a) + 3c3(x− a)2 + . . .+ ncn(x− a)n−1,
P ′′
n (x) = 2c2 + 3 · 2(x− a) + . . .+ n(n− 1)(x− a)n−2,
P ′′′
n (x) = 3 · 2 + . . .+ n(n− 1)(n− 2)(x− a)n−3,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

P
(n)
n (x) = n(n− 1)(n− 2) · . . . · 2 · 1cn.

Áåðÿ x = a, èç óñëîâèÿ (7.28) ïîëó÷èì:

f(a) = Pn(a) = c0,
f ′(a) = P ′

n(a) = 1 · c1,
f ′′(a) = P ′′

n (a) = 2 · 1c2,
f ′′′(a) = P ′′′

n (a) = 3 · 2 · 1c3,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

f (n)(a) = P
(n)
n (a) = n(n− 1) · . . . · 2 · 1cn.

Òîãäà

c0 = f(a), c1 =
f ′(a)

1!
, c2 =

f ′′(a)

2!
, c3 =

f ′′′(a)

3!
, . . . , cn =

f (n)(a)

n!
.

Ïîäñòàâëÿÿ íàéäåííûå êîýôôèöèåíòû â (7.29), ïîëó÷èì ìíîãî÷ëåí Òåéëî-
ðà ôóíêöèè f(x):

Pn(x) = f(a) +
f ′(a)

1!
(x− a) +

f ′′(a)

2!
(x− a)2 + . . .+

f (n)(a)

n!
(x− an).

Îáîçíà÷èì Rn(x) = f(x)− Pn(x), òîãäà ïîëó÷èì ôîðìóëó Òåéëîðà

f(x) = Pn(x) +Rn(x),

Rn(x) íàçûâàåòñÿ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì. Îñòàòî÷íûé ÷ëåí áóäåì ðàññìàòðè-
âàòü â ôîðìå Ëàãðàíæà

Rn(x) =
f (n+1)(a+ θ(x− a))

(n+ 1)!
(x− a)n+1,

ãäå 0 < θ < 1.
Åñëè ôóíêöèÿ f(x) áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìà è ïðè n → ∞ îñòà-

òîê Rn(x) → 0 äëÿ íåêîòîðîãî x, òî ïîëó÷èì ðÿä Òåéëîðà ôóíêöèè f(x) â
òî÷êå x:

f(x) = f(a) + . . .+
f (n)(a)

n!
(x− a)n + . . . =

∞∑
n=0

f (n)(a)

n!
(x− a)n. (7.30)
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Òåîðåìà 7.6.1. Åñëè â ôîðìóëå Òåéëîðà â òî÷êå x îñòàòîê Rn(x) → 0
ïðè n→ ∞, òî ðÿä Òåéëîðà (7.30) ñõîäèòñÿ â òî÷êå x è åãî ñóììà ðàâíà
f(x).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f(x) = Pn(x)+Rn(x), ãäå Pn(x) ìíîãî÷ëåí Òåé-
ëîðà ôóíêöèè f(x). Ïîñêîëüêó lim

n→∞
Rn(x) = 0, òî f(x) = lim

n→∞
Pn(x) â

òî÷êå x. Òàê êàê Pn(x) � n-÷àñòè÷íàÿ ñóììà ðÿäà (7.30) è åå ïðåäåë ðàâåí
ñóììå ðÿäà, ñòîÿùåãî â (7.30) â ïðàâîé ÷àñòè, ñëåäîâàòåëüíî, ñïðàâåäëèâî

f(x) =
∑
n→∞

f (n)(a)

n!
(x− a)n.

Çàìå÷àíèå 7.6.1. Ðÿä Òåéëîðà ïðåäñòàâëÿåò äàííóþ ôóíêöèþ f(x)
òîëüêî òîãäà, êîãäà lim

n→∞
Rn(x) = 0.

Åñëè â ðÿäå Òåéëîðà ïîëîæèòü a = 0, òî ïîëó÷èì ðÿä Ìàêëîðåíà
ôóíêöèè f(x):

f(x) = f(0) +
f ′(0)

1!
x+ . . .+

f (n)(0)

n!
xn + . . . =

∞∑
n=0

f (n)(0)

n!
xn.

7.6.1. Ðàçëîæåíèå ôóíêöèé â ðÿä Ìàêëîðåíà

Ðàññìîòðèì ðàçëîæåíèå íåêîòîðûõ ôóíêöèé â ðÿä Ìàêëîðåíà.
I. f(x) = ex.
Ïîñêîëüêó f(x) = f ′(x) = . . . = f (n)(x) = ex, òî f(0) = f ′(0) = . . . =

f (n)(0) = e0 = 1, òî ðàçëîæåíèå ïî ôîðìóëå Ìàêëîðåíà èìååò âèä

ex = 1 +
x

1!
+
x2

2!
+ . . .+

xn

n!
+Rn(x),

ãäå îñòàòîê Rn(x) =
eθxxn+1

(n+ 1)!
è 0 < θ < 1. Ïîêàæåì, ÷òî îñòàòîê äëÿ ïðîèç-

âîëüíîãî x ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî

x ìîæíî íàéòè íàòóðàëüíîå N òàêîå, ÷òî N > |x|. Îáîçíà÷èì q =
|x|
N

< 1.

Òîãäà ïðè n > N ïîëó÷èì

|Rn(x)| 6
∣∣∣eθNxn+1

(n+ 1)!

∣∣∣ 6 C
∣∣∣x
1
· . . . · x

N − 1
· x
N

· . . . · x
N

∣∣∣ 6
6 C

∣∣∣ xn−1

(N − 1)!

∣∣∣qn−N+2 = C1q
n−N+2.
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Îòñþäà

lim
n→∞

|Rn(x)| 6 lim
n→∞

C1q
n−N+2 = 0.

Ïîýòîìó ðàçëîæåíèå ýêñïîíåíòû â ðÿä Ìàêëîðåíà âåðíî íà âñåé äåéñòâè-
òåëüíîé îñè

ex = 1 +
x

1!
+
x2

2!
+ . . .+

xn

n!
+ . . . =

∞∑
n=0

xn

n!
,

ãäå ìû ïîëàãàåì 0! = 1.
II. f(x) = sinx.
Ïîñêîëüêó

f(0) = sin 0 = 0,
f ′(0) = cos 0 = 1,
f ′′(0) = − sin 0 = 0,
f ′′′(0) = − cos 0 = −1,
è ò.ä.,

òî ðàçëîæåíèå â ðÿä Ìàêëîðåíà áóäåò èìåòü âèä

sinx = x− x3

3!
+
x5

5!
+ . . .+ (−1)n+1 x2n−1

(2n− 1)!
+ . . . =

∞∑
n=1

(−1)n+1 x2n−1

(2n− 1)!
.

Àíàëîãè÷íî, êàê è äëÿ ïðåäûäóùåãî ñëó÷àÿ, äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî
lim
n→∞

|R2n(x)| = 0 äëÿ ëþáîãî äåéñòâèòåëüíîãî x.

III. f(x) = cosx.
Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ïóíêòó

f(0) = cos 0 = 1,
f ′(0) = − sin 0 = 0,
f ′′(0) = − cos 0 = −1,
f ′′′(0) = sin 0 = 0,
è ò.ä.,

ïîýòîìó ðàçëîæåíèå â ðÿä Ìàêëîðåíà áóäåò èìåòü âèä

cosx = 1− x2

2!
+
x4

4!
+ . . .+ (−1)n

x2n

(2n)!
+ . . . =

∞∑
n=0

(−1)n
x2n

(2n)!
.

Ýòî ðàçëîæåíèå ñïðàâåäëèâî äëÿ ëþáîãî äåéñòâèòåëüíîãî x.
IV. Áèíîìèàëüíîå ðàçëîæåíèå

f(x) = (1 + x)m = 1 +
m

1!
x+

m(m− 1)

2!
x2 +

m(m− 1)(m− 2)

3!
x3 + . . .+
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+
m(m− 1) . . . (m− n+ 1)

n!
xn + . . . =

∞∑
n=0

m(m− 1) . . . (m− n+ 1)

n!
xn,

ãäå ïî-ïðåæíåìó 0! = 1.
Ïðè m > 1 è öåëîì íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî øàãà ïîëó÷èì ìíîãî÷ëåí.

Äîêàæåì ýòî ðàâåíñòâî äëÿ ïðîèçâîëüíîãîm. Íàéäåì f ′(x) = m(1+x)m−1.
Òîãäà ïîëó÷èì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

(1 + x)f ′(x) = mf(x) è f(0) = 1.

Ïóñòü

f(x) = 1 + a1x+ a2x
2 + . . .+ anx

n + . . . ,

òîãäà

f ′(x) = a1 + 2a2x+ . . .+ nanx
n−1 + . . . .

Ïîäñòàâèì f(x) è f ′(x) â äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, ïîëó÷èì ðàâåíñòâî

(1 + x)(a1 + 2a2x+ . . .+ nanx
n−1 + . . .) = m(a0 + a1x+ . . .+ anx

n + . . .).

Ïðèðàâíÿåì êîýôôèöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ x è íàéäåì êîýôôè-
öèåíòû an:

a0 = 1, a1 = m, . . . , an =
m(m− 1) . . . (m− n+ 1)

n!
, . . . .

Áèíîìèàëüíûé ðÿä ïðè ïðîèçâîëüíîì m ñõîäèòñÿ òîëüêî ïðè |x| < 1.
Ðàññìîòðèì ÷àñòíûå ñëó÷àè ýòîãî ðÿäà.
1) m = −1, òîãäà

1

x+ 1
= 1− x+ x2 − x3 + . . .+ (−1)nxn + . . . =

∞∑
n=0

(−1)nxn.

2) m =
1

2
, òîãäà

√
1 + x = 1 +

1

2
x− 1

2 · 4
x2 +

1 · 3
2 · 4 · 6

x3 + . . .+ (−1)n+1 (2n− 3)!!

(2n)!!
xn + . . . =

= 1 +
1

2
x+

∞∑
n=2

(−1)n+1 (2n− 3)!!

(2n)!!
xn,

ãäå (2n− 3)!! = 1 · 3 · 5 · . . . · (2n− 3), (2n)!! = 2 · 4 · 6 . . . · 2n.
3) m = −1

2
, òîãäà

1√
1 + x

= 1− 1

2
x+

1 · 3
2 · 4

x2 − 1 · 3 · 5
2 · 4 · 6

x3 + . . .+ (−1)n
(2n− 1)!!

(2n)!!
xn + . . . =
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= 1 +
∞∑
n=1

(−1)n
(2n− 1)!!

(2n)!!
xn,

ãäå (2n− 1)!! = 1 · 3 · 5 · . . . · (2n− 1).
V. f(x) = arcsinx.
×òîáû ïîëó÷èòü ðàçëîæåíèå â ðÿä äëÿ ýòîé ôóíêöèè, ïðîäèôôåðåí-

öèðóåì åå, ïîëó÷èì

(arcsinx)′ =
1√

1− x2
.

Ðàçëîæèì ýòó ôóíêöèþ ïî ôîðìóëå ïðåäûäóùåãî ïóíêòà

1√
1− x2

= 1 +
1

2
x2 +

1 · 3
2 · 4

x4 + . . .+
(2n− 1)!!

(2n)!!
x2n + . . . .

Ïðîèíòåãðèðóåì ïîëó÷åííûé ðÿä ïðè x ∈ (−1, 1), ïîëó÷èì

arcsinx =

x∫
0

dt√
1− t2

=

x∫
0

(
1 +

1

2
t2 +

1 · 3
2 · 4

t4 + . . .+
(2n− 1)!!

(2n)!!
t2n + . . .

)
dt =

= x+
1

2 · 3
x3 +

1 · 3
2 · 4 · 5

x5 + . . .+
(2n− 1)!!

(2n)!!(2n+ 1)
x2n+1 + . . . =

= x+
∞∑
n=1

(2n− 1)!!

(2n)!!(2n+ 1)
x2n+1.

Ýòîò ðÿä ñõîäèòñÿ òîëüêî ïðè |x| < 1.
VI. f(x) = arctg x.
Íàéäåì ïðîèçâîäíóþ ýòîé ôóíêöèè

(arctg x)′ =
1

1 + x2
.

Ðàçëîæèì ýòó ôóíêöèþ â ðÿä

1

1 + x2
= 1− x2 + x4 − x6 + . . .+ (−1)nx2n + . . . .

Ïðîèíòåãðèðóåì ïîëó÷åííûé ðÿä ïðè x ∈ (−1, 1), ïîëó÷èì

arctg x =

x∫
0

dt

1 + t2
=

x∫
0

(
1− t2 + t4 − t6 + . . .+ (−1)nt2n + . . .

)
dt =

= x− x3

3
+
x5

5
− x7

7
+ . . .+ (−1)n

x2n+1

2n+ 1
+ . . . =

∞∑
n=0

(−1)n
x2n+1

2n+ 1
.

Ïîëó÷åííûé ðÿä ñõîäèòñÿ ïðè |x| < 1.
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VII. f(x) = ln(1 + x).
Íàéäåì ïðîèçâîäíóþ ýòîé ôóíêöèè

(ln(1 + x))′ =
1

1 + x
.

Òîãäà
1

1 + x
= 1− x+ x2 − x3 + . . .+ (−1)nxn.

Ïðîèíòåãðèðóåì ïîëó÷åííûé ðÿä ïðè x ∈ (−1, 1), ïîëó÷èì

ln(1 + x) =

x∫
0

dt

1 + t
=

x∫
0

(1− t+ t2 − t3 + . . .+ (−1)ntn + . . .) dt =

= x− x2

2
+
x3

3
− x4

4
+ (−1)n+1x

n

n
+ . . . =

∞∑
n=1

(−1)n+1x
n

n
.

Ïîëó÷åííûé ðÿä òàêæå ñõîäèòñÿ òîëüêî ïðè x ∈ (−1, 1).

Ïðèìåð 7.6.1. Ðàçëîæèòü â ðÿä ôóíêöèþ y =
1

x2 − 3x+ 2
â òî÷êå

a = 3. Ðàçëîæèì ôóíêöèþ íà ïðîñòåéøèå äðîáè, ïîëó÷èì

1

x2 − 3x+ 2
=

1

x− 2
− 1

x− 1
.

Ïðåîáðàçóåì ýòè äðîáè è ïðèìåíèì ñòàíäàðòíîå ðàçëîæåíèå äëÿ ãåîìåò-
ðè÷åñêîé ïðîãðåññèè:

y =
1

x− 2
− 1

x− 1
=

1

1 + (x− 3)
− 1

2 + (x− 3)
=

1

1 + (x− 3)
− 1

2
· 1

1 +
x− 3

2

=

=
∞∑
n=0

(−1)n(x− 3)n − 1

2

∞∑
n=0

(−1)n
(x− 3)n

2n
=

∞∑
n=0

(−1)n
(
1− 1

2n+1

)
(x− 3)n.

Ìû ïîëó÷èëè íóæíîå ðàçëîæåíèå.

Ïðèìåð 7.6.2. Ðàçëîæèòü â ðÿä ôóíêöèþ y =
1

(2− x)2
â òî÷êå a = 0.

Ïðîèíòåãðèðóåì ýòó ôóíêöèþ íà îòðåçêå [0, x] è ðàçëîæèì åå â ðÿä
x∫

0

y(t) dt =

x∫
0

1

(2− t)2
dt =

1

2− t

∣∣∣x
0
=

1

2− x
− 1

2
=

= −1

2
+

1

2
· 1

1− x

2

= −1

2
+

1

2

∞∑
n=0

xn

2n
= −1

2
+

∞∑
n=0

xn

2n+1
.
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×òîáû ïîëó÷èòü ðàçëîæåíèå èñõîäíîé ôóíêöèè, ïðîäèôôåðåíöèðóåì ïî-
ëó÷åííîå âûðàæåíèå:

y =
(
−1

2
+

∞∑
n=0

xn

2n+1

)′
=
(
−1

2
+

1

2
+

∞∑
n=1

xn

2n+1

)′
=

=

∞∑
n=1

( xn

2n+1

)′
=

∞∑
n=1

nxn−1

2n+1
=

∞∑
n=0

(n+ 1)xn

2n+2
.

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ïîëó÷åíî ñ ïîìîùüþ çàìåíû n−1 = n′ èëè n = n′+1
è ïîñëåäóþùåãî ïåðåîáîçíà÷åíèÿ n′ ñíîâà íà n.

7.7. Ïðèìåíåíèå ðÿäîâ â ïðèáëèæåííûõ âû÷èñëåíèÿõ

7.7.1. Ïðèìåíåíèå ðÿäîâ ê ïðèáëèæåííîìó âû÷èñëåíèþ
çíà÷åíèÿ ôóíêöèè

Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) ðàñêëàäûâàåòñÿ â ðÿä Òåéëîðà, ò.å. f(x) =
∞∑
n=0

an(x− a)n â íåêîòîðîé îáëàñòè D = {|x− a| < R}. Ïóñòü òî÷êà x0 ∈ D,

òîãäà

f(x0) = a0 + a1(x0 − a) + a2(x0 − a)2 + . . .+ an(x0 − a)n +Rn(x0).

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèå f(x0) ñ òî÷íîñòüþ ε, íàäî, ÷òîáû |Rn(x0)| < ε.
Åñëè ðÿä, â êîòîðûé ðàçëîæåíà ôóíêöèÿ, çíàêî÷åðåäóþùèéñÿ, òî

|Rn(x0)| < |un+1| = |an+1(x0 − a)n+1|, ò.å. ìåíüøå ïåðâîãî îòáðîøåííîãî
÷ëåíà. Åñëè ðÿä ïðîèçâîëüíûé, òî îöåíêà ïðîèçâîäèòñÿ èíäèâèäóàëüíî.

Ïðèìåð 7.7.1. Âû÷èñëèòü ïðèáëèæåííî sin 10◦ ñ òî÷íîñòüþ ε = 10−5.

Ïîñêîëüêó 10◦ =
π

18
è sin 10◦ =

π

18
− 1

3!

( π
18

)3
+

1

5!

( π
18

)5
+ . . ., òî áóäåì

îöåíèâàòü êàæäîå ñëàãàåìîå, êàê òîëüêî îíî ñòàíåò ìåíüøå ε, âû÷èñëåíèÿ
çàêîí÷èì. Èìååì

u1 =
π

18
≈ 0, 174533 > ε, u3 =

1

3!

( π
18

)3
≈ 0, 000886 > ε, u5 =

1

5!

( π
18

)5
≈

0, 0000013 < ε. Ïîýòîìó sin 10◦ ≈ u1−u3 ≈ 0, 174532−0, 000886 = 0, 173647.

7.7.2. Ïðèáëèæåííîå âû÷èñëåíèå îïðåäåëåííûõ èíòåãðàëîâ

Îïðåäåëåííûå èíòåãðàëû, êîòîðûå íå âû÷èñëÿþòñÿ â ýëåìåíòàðíûõ
ôóíêöèÿõ, ìîæíî âû÷èñëÿòü ïðèáëèæåííî ñ ïîìîùüþ ðàçëîæåíèÿ ïîäûí-

òåãðàëüíîé ôóíêöèè â ðÿä. Ïóñòü f(x) =
∞∑
n=0

an(x − a)n è îòðåçîê [a, b]
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âõîäèò â èíòåðâàë ñõîäèìîñòè ýòîãî ðÿäà, òîãäà

b∫
a

f(x) dx =

b∫
a

∞∑
n=0

an(x− a)ndx =
∞∑
n=0

an

b∫
a

(x− a)ndx =

= a0(b− a) + a1
(b− a)2

2
+ a2

(b− a)3

3
+ . . . .

Èíòåãðàë ìîæíî âû÷èñëèòü ñ ëþáîé ñòåïåíüþ òî÷íîñòè.

Ïðèìåð 7.7.2. Âû÷èñëèòü
a∫
0

e−x
2

dx.

Ðàçëîæèì ïîäûíòåãðàëüíóþ ôóíêöèþ â ðÿä

e−x
2

= 1− x2

1!
+
x4

2!
− . . .+ (−1)n

x2n

n!
+ . . . =

∞∑
n=0

(−1)n
x2n

n!
.

Òîãäà
a∫

0

e−x
2

dx =

a∫
0

∞∑
n=0

(−1)n
x2n

n!
dx =

∞∑
n=0

(−1)n

n!

a∫
0

x2ndx =

=
( ∞∑
n=0

(−1)n
x2n+1

n!(2n+ 1)

)∣∣∣a
0
=

∞∑
n=0

(−1)n
a2n+1

n!(2n+ 1)
,

çäåñü 0! = 1. Ïîýòîìó äàííûé èíòåãðàë ïðè èçâåñòíîì a ìîæíî âû÷èñ-
ëèòü ñ ëþáîé ñòåïåíüþ òî÷íîñòè. À ïîñêîëüêó ðÿä çíàêî÷åðåäóþùèéñÿ, òî
îñòàòîê ðÿäà íå ïðåâîñõîäèò ïåðâîãî îòáðîøåííîãî ÷ëåíà.

Ïðèìåð 7.7.3. Âû÷èñëèòü
a∫
0

sinx

x
dx.

Ðàçëîæèì ïîäûíòåãðàëüíóþ ôóíêöèþ â ðÿä

sinx

x
= 1− x2

3!
+
x4

5!
− . . .+ (−1)n

x2n

(2n+ 1)!
+ . . . =

∞∑
n=0

(−1)n
x2n

(2n+ 1)!
.

Òîãäà

a∫
0

sinx

x
dx =

a∫
0

∞∑
n=0

(−1)n
x2n

(2n+ 1)!
=

∞∑
n=0

(−1)n

(2n+ 1)!

a∫
0

x2ndx =

=
( ∞∑
n=0

(−1)n
x2n+1

(2n+ 1)!(2n+ 1)

)∣∣∣a
0
=

∞∑
n=0

(−1)n
a2n+1

(2n+ 1)!(2n+ 1)
.
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7.7.3. Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé

Åñëè ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ íå ñâîäèòñÿ ê êâàäðàòó-
ðàì, òî ïðèáåãàþò ê ïðèáëèæåííûì ìåòîäàì èíòåãðèðîâàíèÿ. Îäíèì èç
òàêèõ ìåòîäîâ ÿâëÿåòñÿ ìåòîä ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèÿ â âèäå ðÿäà Òåé-
ëîðà. Ñóììà êîíå÷íîãî ÷èñëà ÷ëåíîâ ýòîãî ðÿäà áóäåò ïðèáëèæåííî ðàâ-
íÿòüñÿ èñêîìîìó ÷àñòíîìó ðåøåíèþ.

Ïóñòü òðåáóåòñÿ íàéòè ÷àñòíîå ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíå-
íèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà

y′′ = F (x, y, y′) (7.31)

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

y(x0) = y0, y′(x0) = y′0.

Ïðåäñòàâèì ðåøåíèå â âèäå ðÿäà Òåéëîðà â òî÷êå x0:

y(x) = y(x0) + y′(x0)
(x− x0)

1!
+ y′′(x0)

(x− x0)
2

2!
+ . . . .

×òîáû ïîëó÷èòü äàííîå ðàçëîæåíèå, íàäî íàéòè âñå êîýôôèöèåíòû ýòîãî
ðÿäà. Ïåðâûå òðè êîýôôèöèåíòà íàì óæå èçâåñòíû, ïîñêîëüêó

y(x0) = y0, y′(x0) = y′0, y′′(x0) = F (x0, y0, y
′
0).

×òîáû íàéòè îñòàëüíûå êîýôôèöèåíòû, ïðîäèôôåðåíöèðóåì óðàâíå-
íèå (7.31) ïî x, ïîëó÷èì

y′′′ = F ′
x(x, y, y

′) + F ′
y(x, y, y

′)y′ + F ′
y′(x, y, y

′)y′′.

Ïîäñòàâëÿÿ x = x0, íàéäåì y
′′′(x0) = (y′′′)

∣∣
x=x0

. Îñòàëüíûå êîýôôèöèåíòû

èùóòñÿ àíàëîãè÷íî. Òàì, ãäå ïîëó÷åííûé ðÿä ñõîäèòñÿ, îí åñòü ÷àñòíîå
ðåøåíèå èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ.

Ïðèìåð 7.7.4. Íàéòè ÷àñòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ y′′ = −yx2, ïðè óñëî-
âèè ÷òî, y(0) = 1, y′(0) = 0. Òîãäà y′′(0) = 0.

Áóäåì èñêàòü ïîî÷åðåäíî âñå ïðîèçâîäíûå â òî÷êå x0 = 0. Ïîëó÷èì:

y′′′ = −y′x2 − 2xy, y′′′(0) = 0,
yiv = −y′′x2 − 4y′x− 2y, yiv(0) = −2,
yv = −y′′′x2 − 6y′′x− 6y′, yv(0) = 0,
yvi = −yivx2 − 8y′′′x− 12y′′, yvi(0) = 0,
yvii = −yvx2 − 10yivx− 20y′′′, yvii(0) = 0,
yviii = −yvix2 − 12yvx− 30yiv, yviii(0) = 60.
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Òîãäà y(k+2) = −x2y(k)−2kxy(k−1)−k(k−1)y(k−2). Îòñþäà ëåãêî ïîëó÷èòü,
÷òî

y(4n+1)(0) = y(4n+2)(0) = y(4n+3)(0) = 0,

y(4n+4)(0) = −(4n+2)(4n+1)y(4n)(0) = (−1)n+11 ·2 ·5 ·6 · . . . ·(4n+1)(4n+2).

Òîãäà

y = 1 +
∞∑
n=0

(−1)n+11 · 2 · . . . · (4n+ 1)(4n+ 2)

(4n+ 4)!
x4n+4.
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ÑÏÈÑÎÊ ÎÁÎÇÍÀ×ÅÍÈÉ È ÑÎÊÐÀÙÅÍÈÉ

N � ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë
R � ìíîæåñòâî âåùåñòâåííûõ (äåéñòâèòåëüíûõ) ÷èñåë
(a, b) � îòêðûòûé ïðîìåæóòîê èëè èíòåðâàë
[a, b] � çàìêíóòûé ïðîìåæóòîê èëè îòðåçîê
∀ � äëÿ ëþáîãî (äëÿ ëþáûõ)
∃ � ñóùåñòâóåò
: � äëÿ òàêîãî, ÷òî (äëÿ òàêèõ, ÷òî)
⇒ � ñëåäóåò
⇔ � òîãäà è òîëüêî òîãäà
∈ � ïðèíàäëåæèò
⊂ � ñîäåðæèòñÿ
∪ � îáúåäèíåíèå
∩ � ïåðåñå÷åíèå
∞ � áåñêîíå÷íîñòü
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